]Sup PCSI2 — Exemples de calculs de développements limités

Produit de deux D.L.

Nous calculons le DLg(0) de la fonction f : z — tan(z) tan(2z). Remarquons que la parité de tan va alléger

les calculs. L’absence de terme constant va également nous faciliter la vie:le DL5(0) de tan nous suffira.
3 2£C5

Rappel : ce DL5(0) est tan(x) = = + % + I + o(2®). Le calcul détaillé du produit n’a pas été reproduit
ici:
3 9.0 _ 3 5
tan(z) tan(2x) = (ac + % + f:r) + o(x")) X <2x + 8% + 6?? + o(xs))
10z*  2442°
— |92 6
SO Y TR
Quotient de deux D.L.
Nous calculons le DL5(0) de la fonction f: z — 1_;7_#
1
Notons u = x + z2; alors f(x) = %7 et u_—;z. il nous suffit donc du DL4(0), qui est T =
—u —u

1+ u+u? 4+ +u* +4®. Quelques calculs préliminaires: u? = z2 4+ 223 + 2% v = 23 + 324 + o(xt);
ut = zo(x?). Alors:
x

R — =z(1+u+u®+u®+u' +o(w)) =2(1+z+ 22>+ 32° + 52" + o(z?))
—r—z

= ’x + 2% 4 223 + 32% + 52° + o(2®)

Composée de deux D.L.

2
Nous calculons le DL4(0) de la fonction f: z +— exp (x — %)

2 3 4 2

Le DL4(0) de exp est exp(u):1+u+?+%+%+o(u4). Rempla@onsuparx—%;il vient :
(=)= (o= 5) 456 5) 4565 %)
CPTTE) TTET ) Te\T) e\ ) T\t
x? 2 bt 4
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Le calcul détaillé du produit n’a pas grand intérét, et n’a donc pas été reproduit ici.

Un développement limité au voisinage de +oo

Nous calculons un développement limité de f : = — exp(1/z) + exp(2/z) + exp(3/z), au voisinage de +oo,
a la précision 1/z3.
Notons que, lorsque z tend vers +oo, les quantités 1/x, 2/x et 3/x tendent vers 0. Notons v = 1/ : le calcul
est immédiat, pour peu que l'on connaisse le DL3(0) de exp:
f(x) —— +e2u + eBu
w2 4l 4u? Qu?  9u?
:1+u+?+€+0(u3)+1+2u+2u2+?+0(u3)+1+3u+7+7+0(u3)
=3+ 6u + Tu? + 6u® + o(u?)

. 6 7 6 1
Finalement |f(z) =1+ . + = + = + O(ﬁ) .




Un développement limité généralisé

cos(x)

Rappel : cotan est la fonction x — . Contrairement & une croyance populaire, cotan n’est pas 'inverse

sin(z)
de tan : observez ce qui se passe en km/2.
Nous voulons calculer un développement limité généralisé de la fonction f : x — cotan(z) cotan(2z), a la
cos(z) cos(2x)

- - ; lorsque x tend vers 0, le numérateur tend vers 1 et
sin(z) sin(2z)

précision o(z~2). Observons que f(x) =

le dénominateur est équivalent & 222. Donc f(x) Nous allons écrire f(x) sous la forme suivante :

F(@) = 53 % gl2), b gla) =

2 cos(x) cos(2zx)
sin(x) " sin(2x)

2 X
T T

1 . .

La présence du facteur 5 2 Dous oblige a calculer des DLg(0) du numérateur et du dénominateur. Pour
x

nous faciliter la vie, nous transformons les produits en sommes :

2 cos(x) cos(2x) = cos(x) + cos(3x)

2 2t 28 972 272t 81z
(G ) (-2 )
( 3 T 31 70 tOE))F > T s "m0 @)
41x* 7328
—9_ 2 _ 6
5z“ + 12 = + o(z®)

Pour I’étape suivante, nous devons calculer le DLg(0) de la fonction x — sin(x) sin(2z) ; il vient :

2sin(z) sin(2z) = cos(x) — cos(3x)

x?2  xt S 922  27z* 8128
() (1
(-5 +5 720 o) > T om0 @)
10z* 9125 4125
g2 _ 6
Tt e o)
1022 91z* 4125
N dédui =2- - %).
ous en déduisons g(z) 3 + %0 953 + o(z®)
1022 1zt 4125
Pour calculer le DLg(0) de g(x), notons u = 0; - 99?) + 2;2 + o(2%) ; alors :
11 1 1 ) X )
g(z) = =—x =-x (1+u/2+u*/4+u’/8+4 o(u?))

2—u 2 1-wu/2 2
1+@+ 534 N 1726
2 24 480 432
Le calcul n’a pas été détaillé.

+ o(z%)

1
11 ne reste plus qu’a multiplier 5,3 bar les DLg(0) de 2cos(x) cos(2z) et de g(z). IL vient
x

190 T aso T

1 41z*  73a° 1 5az* B3zt 1728
cotan(z) cotan(2z) = 5.3 % (2 — 522 + 1326 - 75 + of 6)) X ( ’ I x
T

_i_§+£2+i4+0(x4)
S [222 6 30 189

+ 0(3:6))

Un autre développement limité au voisinage de +c

1

Nous calculons le développement limité de la fonction f : = +— exp(\/ 7), au voisinage de +oo et a la
x

précision 1/z.

Observons que 4/1/x tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. Notons alors u = 1/x; avec le DL(0) de la

. . 1 1 1 1
fonction exponentielle, nous aurons : f(x) = exp( 7> =14+—+—+ 0(7) .
x Vo oo 2z x
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