]Sup PCSI2 — Une preuve élégante die a CAUCHY ‘

La moyenne géométrique entre plusieurs nombres A, B, C, D, ... est toujours inférieure a leur moyenne
arithmétique.

La preuve donnée par Caucuy

Soit n le nombre des lettres A, B, C, D, ... Il suffira de prouver, qu’on a généralement

VABED < ATB+C+D+ -

n

ou, ce qui revient au méme,

A+B+C+D+~)”

n

ABCD~~<<

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour n = 2,

A 2 _ B 2 2
AB:( +B) _(A B) <(A+B)
2 2 2
et l’'on en conclura, en prenant successivement n =4, n =38, ..., enfin n = 2™
2 2 4
ABCD<(AJ2FB) (C’;D) <(A+BZC+D)

A+B+C+D)%E+F+G+Hy<(A+B+C+D+E+F+G+Hf

A FGH
BCDEFG <( : . -

A+ B D4+ --\2"
ABCD- < (51 +§:’ =)
En second lieu, si n n’est pas un terme de la progrssion géométrique
2,4,8,16,...

on désignera par 2" un terme de cette progression supérieur a n, et 'on fera

A+B+C+D+---
n
puis, en revenant a la formule (3), et supposant dans le premier membre de cette formule les 2™ — n derniers
facteurs égaux a K, on trouvera

K =

A+B+C+D+---+ (2™ —-n)K12"

ABCD--- K*" ™" < o

ou, en d’autres termes,

ABCD---K?"—" < K"

On aura donc par la suite

A+B+C+D+~>”

ABCD~~<K“:< -

ce qu’il fallait démontrer.

Commentaire

Manifestement, Cauchy n’avait pas a sa disposition 'opérateur Z, qui lui aurait simplifié la vie.
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