[Sup PCSI2 — Exercices : convexité (1)]

f: R R est convexe. La fonction z — f(—x) est-elle convexe ? Et la fonction z — — f(x) ?
a+b

Montrez que f: z > 1+ —In(In(z)) est convexe. En déduire ln(
b>1.

) > y/In(a) x In(b) pour a > 1 et

Montrez que g : = € R +— ln(l + e’J) est convexe. En déduire que, si (tx)1<k<n est une famille de réels

strictement positifs, alors :

1<k<n 1<k<n
. , . ak nA
Soient aq,...,a, € [0,1]; notons A = E ay. Etablissez : E —_— g —
ap — 1 A—n
1<k<n 1<k<n

Soient (ax)1<k<n une famille de réels, et x majorant strictement tous les membres de cette famille. Notons

1 , 1 n
== . Etabli : P
I - Z ay ablissez Z ra——

T—p
1<k<n 1<kLn
. ’ . n ag
Soient ay,...,a, >0, 5 = E ay et Sy = S — ay. Etablissez : 1 < E 3
n—
1<k<n 1<k<n F

En vous inspirant des exemples précédents, concevez votre exercice sur la convexité.

T1+To+ o+ Ty
- .

Soient x1,xs,...,x, des réels strictement positifs. Etablissez /Z122 ... Tn <

Soient (zx)1<k<n une famille de réels strictement positifs, et (gr)1<k<n une famille de réels positifs et de
somme égale a 1. Etablissez : H T < Z qrxi. Lien avec l'exercice précédent ?
1<k<n 1<k<n
Soit a € R. Prouvez I'inégalité a®® < ch(a) + bsh(a).

a-+2b+ 3¢

6
5 ) . Quelle(s)

Soient a, b, ¢ trois réels strictement positifs. Prouvez l'inégalité ab’c® < (
généralisation(s) de cette inégalité pouvez-vous proposer ?

Pour x > 1 et n € N*, établissez 2" — 1 > n(x("+1)/2 — x(”*l)/Q).

, t
Soit (tx)1<k<n est une famille de réels strictement positifs ; notons ¢,4+1 = t;. Etablissez Z % >n
1<k<n
(1 a™ 1 . L .
Pour a > 0 et n € N*, établissez : k < Ml On peut envisager trois méthodes différentes
a n
0<k<2n
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