’Sup PCSI2 — Exercices : fonctions continues

T désigne un intervalle de R, d’amplitude non nulle.

Soit f: x € R+ arctan(2z) — arctan(x). Décrivez f(R).

1
Notons f : x — sin(x) sin(f). Quel est I'ensemble de définition de f? La fonction f est-elle prolongeable
T

par continuité en 0 ?
Soit f € C([a,b], [a,b]). Montrez que f posséde un point fixe. Est-il unique ?
f € C(R) est décroissante. Montrez que f posseéde un et un seul point fixe.

Soit f € C(R,Z). Que pouvez-vous dire de f?
Soit f € C([0,1],[0,1]), vérifiant / f= f2. Que pouvez-vous dire de f?
[0,1] [

0,1]
Soit f € C(R) périodique. Montrez que f est bornée.
Soit f € C(Z,R), ne prenant pas la valeur 0. Que pouvez-vous dire de f 7

Soit f € C([a,b],R), et p,q € Ry. Prouvez l'existence de ¢ € [a,b] tel que pf(a) + ¢f(b) = (p+ q) f(c).
Soient I un intervalle de R, f € C(I,R) et z1,...,2, des points de I. Montrez qu’il existe ¢ € I tel que
1
f(c)—g Z f(xr).

1<k<n
Soit f : R +— R une fonction polynéme de degré pair. Montrez que f n’est ni injective ni surjective.

Soit f : R +— R une fonction polynéome de degré impair. Montrez que f est surjective, mais pas
nécessairement injective.

13| Montrez qu’il n’existe aucune fonction polynéme P vérifiant P(z) = vx2 + 1 pour tout réel z.
q poly p

f € C(R) vérifie | f(z) — f(y)| < |z — y| quels que soient et y. Montrez que f est injective, non bornée, et
surjective.

Soient f et g deux éléments de C([0,1],R), vérifiant f(0) = g(1) =0 et f(1) = g(0) = 1. Montrez que pour
tout A > 0, il existe un x € [0, 1] tel que f(z) = Ag(x).

Soit f € C(R) telle que f(x) =0 pour tout = € Q. Que pouvez-vous dire de f?

Notons f la fonction définie par f(x) =z si z € Q et f(x) = —x sinon. En quel(s) point(s) de R f est-elle
continue 7

* fe C([a, b],R) est k-lipschitzienne sur |a,b[. Montrez qu’elle est k-lipschitzienne sur [a, b].
* f € C(R) est périodique et posséde une limite en +o00. Que pouvez-vous dire de f ?

* Soit f € C(R) telle que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers —oo et lorsque x tend vers +oo. Montrez
que f possede un minimum.

*x Soient f € C([a,b],R) ety € f([a, b]) Notons F l’ensemble des = € [a, b] tels que f(x) = y. Montrez que
FE possede un plus petit élément.

Un mini-probleme

> Soit f: x— |x] + 2 — 2]

Quel est ’ensemble de définition de f 7
Donnez une relation simple liant f(z) et f(z + 1).

Montrez que f est continue sur R.
f est-elle monotone ? Si oui, quel est son sens de variation ?

Soit a € ]0,1]. f est-elle lipschitizienne sur [a,1] ? f est-elle lipschitizienne sur [0,1] ?

1:[—a,a] ot a = arctan(y/2) — arctan(v/2/2); 17 : en 0;
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