Enoncé 1
ee Que peut-on dire de trois éléments P, Q et R de R[X], s’ils vérifient P? — XQ? + R? =07

Corrigé 1
oo Ces trois polynémes sont nuls! En effet, écrivons 1'égalité XQ? = P2 + R?; le membre de gauche est,
soit nul, soit de degré impair, tandis que celui de droite est, soit nul, soit pair. Donc tous deux sont nuls.
Mais alors @ = 0; et, comme les polynomes sont & coefficients réels, P = R = 0 (considérer les fonctions
polynomes associées & P? et R?:elles sont toutes deux positives, leur somme est nulle, donc chacune est
nulle).

Enoncé 2
ee On définit une suite (P,),en de polyndmes en posant Py = X et P, = (P, — 2)? pour tout n € N.
Expliciter le reste dans la division euclidienne de P, par X3.

Corrigé 2
ee Notons P, = ap+b, X +c, X2+ X3Q,,, il s’agit de donner des formules pour ay,, by, et ¢,. On a déjaag =0,
bo =1 et ¢g = 0. Par ailleurs, P11 = an+1 + bpr1 X + anXQ + X3Qn+1 donne, par identification avec

2
Pri1=(an =2+ b, X+, X2+ X3Q0) "t a1 = (an — 2)?, bpg1 = 2(an — 2)by €t cpp1 = by? +2(an —2)cy,.
On a donc a; = 4, puis, avec une récurrence immédiate, a,, = 4 pour tout n > 1. On en déduit, toujours

pour n > 1, b, 1 = 4b,, d’'ot1 b, = —4™ puisque by = —4. Alors (toujours avec n > 1), on a ¢, 11 = 4> +4c,
soit 4n+i gty Z—Z ; donc, avec ¢; = 1:
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Donc ¢, = — 3 et on constate que cette formule vaut en fait pour tout n € N.

Enoncé 3
ee Déterminer les éléments P de K[X] tels que (X +4)P(X) = XP(X +1).

Corrigé 3
ee Il est clair que P = 0 est une solution. Soit P # 0 une autre solution: P(0) = 0; on en déduit
successivement P(—1) = 0, P(—2) = 0 et P(—3) = 0. Donc P est divisible par X (X + 1)(X + 2)(X + 3).
Réciproquement si P est divisible par X (X +1)(X 4 2)(X +3), alors, notant P = X(X +1)(X +2)(X +3)Q,

on aura

XP(X +1) = X(X + 1)(X +2)(X +3)(X + )Q(X + 1)
(X+4)P(X)= (X +4HX(X +1)(X + 2)(X + 3)Q(X)
d’ott Q(X) = Q(X +1) : Q est nécessairement un polyndme constant (observer @ — Q(0) : il s’annule en tout
point de Z). Conclusion : les solutions sont les polynomes de la forme AX (X +1)(X +2)(X + 3), avec A € K.

Enoncé 4
ee P c R[X] vérifie P(x) > 0 pour tout x € R. Montrer qu’il existe R et S dans R[X] tels que P = R? 4 S2.

Corrigé 4
ee Notons d’abord que, dans tout anneau commutatif, et en particulier dans R[X]:
(A% + B?)(C? + D?*) = A%2C?* + A’D?* + B*C* + B*D? = (AC + BD)? 4+ (AD — BC)?
id est : le produit de deux sommes de deux carrés parfaits est encore une somme de deux carrés parfaits. De
plus, tout carré parfait est une somme de deux carrés parfaits (lui ajouter 02). Ecrivons la décomposition
de P en produit de facteurs irréductibles :

=« H — .’L‘k Qdk H (X2 —2b, X —|—C;€)ek

1<k<m 1<k<n



avec by2 — ¢ < 0 pour tout k € [1,n], et @ > 0. Comme av et [[ (X — z3)%% sont des carrés parfaits, il
1<k<m
suffit d’établir que chaque X2 — 2b, X + ¢, est une somme de deux carrés parfaits, ce qui est clair :

2
X2 — 20, X 4+ ¢, = (X—bk)Q—l-Ck —bk2 = (X—bk)Q + (\/Ck —bkz)

Enoncé 5
ee Factoriser P = (X +4)" — (X —4)"™ dans C[X], et en déduire une expression de

H (4 + cotan?

1<k<q

km )
2g+1

sous forme d’une somme assez simple.

Corrigé b
ee P est de degré n — 1; on a, notant 6, = 2’“7“:
‘ , a+i\" .
P(a):0<:>(a+z)”—(afz)":0<:>( ) =leta#i
o—1
a—’_z*e’ek eta#i (eiekfl)a:i(ewarl)eita;éi
o—1
soit a =1 ,Gk"’} avec k € [1,n — 1] ; donc afzcotan . On a ainsi exhibé n — 1 racines de P, si bien que
1 km
- — X —icotan “ )
507 H ( icotan —
1<k<n—1

puisque le coefficient dominant de P est 2ni.
e On peut alors écrire :

k km
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Enoncé 6
ee Un polynoéme P a pour restes respectifs 3, 7 et 13 dans les divisions euclidiennes par X + 1, X + 2 et
X + 3. Quel est son reste dans la division euclidienne par (X + 1)(X + 2)(X +3) ?

Corrigé 6
ee Ce reste est de degré 2 au plus:en l'exprimant dans la base (1,X +1L(X+1)(X + 2)) de K3[X], on
cherche (a,b,c) € K3 tels que

P=(L,X+1,(X+1)(X+2)Q+a+bX +1)+c(X +1)(X +2)
Mais P(—1) = 3, P(—2) = 7 et P(—3) = 13 d’apres les hypotheses; d’ota =3, a—b="Tet a—2b+2c = 13;
donc b= —4 et ¢ = 1, finalement le reste cherché est 3 —4(X +1) + (X +1)(X +2) = X2 - X + 1.

Enoncé 7
ee P c R[X] est scindé a racines simples. Montrer qu’il en est de méme pour P’. Et si P est scindé, sans
plus de précisions 7




Corrigé 7
ee Notons n le degré de P, et x1,xs,...,T, les racines de P, classées par ordre croissant. Le théoreme de
Rolle affirme que P’ s’annule (au moins) une fois dans chacun des intervalles |z, x4+1[, k € [1,n — 1] : donc
P’ posseéde au moins n — 1 racines réelles distinctes. Comme il est exactement de degré n—1, on a le résultat
demandé.

e Si P est scindé, avec éventuellement des racines multiples, il en est de méme pour P’. En effet, notons

p < n le nombre de racines distinctes de P, et dy,ds,...,d, les ordres de multiplicité respectifs des racines
x1,%2,...,Zp de P. Onadonc ) a; =n. Le théoreme de Rolle fournit p — 1 racines de P’; par ailleurs,
1<k<p
toute racine d’ordre @ > 1 de P est racine d’ordre o — 1 de P’, ce qui fournit encore . (ax —1) =
1<k<p

> ap —p=mn—pracines de P’; au total, on obtient en tout n — 1 racines de P’, comptées avec leurs
1<k<p
ordres de multiplicité respectifs.

Enoncé 8
ee Soit P € C[X], de degré n. Notant P = Z apX* et m(P) = max |ay|, montrer que toute racine &
o<ken 0<k<n
P
de P vérifie |{] < 1+ m |)
Corrigé 8

ee L’inégalité est claire si || < 1. Sinon, quitte & diviser tous les coefficients par a,, (qui n’est pas nul), on
se ramene a établir |{] < 1+ m(P) lorsque P est unitaire. Or:

PE=0=¢+ Y at=0

0<k<n—1
0 e~ 1
Sl =1el=]- ¥ atl< ¥ lalt<ne) 5 =me) =
0<k<n—1 0<k<n—1 0<k<n—1
N . n [ m(P) son et
A plus forte raison, |£‘ < m(P) =1 soit 1 < -1 que l'on écrit [£|—1 < m(P), ou enfin || < 1+m(P).

Cette majoration a été établie par CAUCHY en 1829.

Enoncé 9
oo K désigne le corps R ou C. Fixons un naturel » non nul, une famille (ax)1<rgn d’éléments de K deux a
deux distincts, et deux familles (br)i1<r<n €t (ck)i1gren d’éléments de K. Prouver qu’il existe un et un seul
polynéme P € Ky, _1[X] vérifiant P(ar) = by et P’'(ax) = ¢ pour tout k € [1,n].

Corrigé 9

ee Considérons la fonction ® qui, & P € Ky,,_1[X], associe le 2n-uplet d’éléments de K:
(P(al), P(as),...,Play), P'(a1), P'(az), ..., P'(an))

Elle est clairement linéaire; elle est injective, car, si P € ker ®, alors P s’annule, ainsi que son dérivé,
en chacun des ay ; ce qui revient a dire que P possede n racines doubles distinctes. Mais P est de degré
strictement inférieur a 2n. Donc P = 0. Du coup, @, en tant qu’application linéaire injective, entre deux
K-e.v. de méme dimension finie 2n, est surjective, donc bijective, ce qui assure 'existence et 'unicité du
polynéme P demandé (interpolation d’HERMITE).

Enoncé 10
ee Soit P € R[X]. Montrer que I’équation P(z) = e n’a qu’un nombre fini de solutions.

Corrigé 10
ee Le résultat est clair si P = 0:il n’y aucune solution. Sinon, notons n = deg P, et g : = — P(x) — €®.
g ne peut s’annuler plus de n + 1 fois sur R : sinon, en appliquant répétitivement le théoréme de Rolle, ¢’ :
z +— P'(z) — e® s’annulerait plus de n fois... g(*) s P*)(z) — ¢® s’annulerait plus de n + 1 — k fois, et enfin
gt s P (2) — e* = % ’annulerait au moins une fois, ce qui serait absurde. On a donc un résultat

plus précis:si P est de degré n, I’équation considérée possede au plus n + 1 racines réelles.




Enoncé 11
ee Soient n € N*, o € R\ 7Z, et P = (X — 1)" — **(X + 1)". Factoriser P, en déduire la valeur de

k
H cotan (w + i) lorsque nx ¢ wZ.
0<hk<n—1 "

Corrigé 11
ee v ¢ 77, donc €™ # 1; ainsi, P est de degré n exactement. Comme P(—1) # 0, on a:

r—1\" . rz—1
P(x) = () =ee Tk —1]: = g2
() =0 < P e «—= Jk e [0n—1] T &k
; k k
ou & = exp(@). Mais, notant 0 = a—; T.
I71=§2<:>x:1+§k2:§+£k: 2 cos O = i cotan 0y,
z+1 F 1—&2 & —&  —2isingy g

Les 05 sont deux a deux distincts, et tous dans un méme intervalle d’amplitude 8,,_1 — 0y = @ <,

donc les cotan 0 sont deux a deux distincts. On a ainsi exhibé n racines distinctes de P, lequel est de degré
n ; comme son coefficient dominant est 1 — e?*®, on peut écrire :

P(X)=(1-¢") ] (X—icotanty)
0<k<n—1
e Notons oo = nz, si bien que « ¢ 7Z. Alors, avec les résultats précédents :

km 1 . 1 (-=1D)"P(0)  (—1)" — e
H cotan(z + ?) = w H icotanf, = R T =" [ oz
0<k<n—1 0<k<n—1

Sin = 2p, il vient

km o (—1)m — et 1 — 2ic
L eotan(o o 58) =75t = (1 e =
KN —
Sinon, avec n = 2p + 1:
II COtan<x + kj) = i”M _ ,L'2p+1_1_7€2ia
n 1 _ e2ia [ ozia
0<k<n—1
2e —ix
(e e e 2008 L .
i(—1) o—ia _ gia i(—1) isno (—1)? cotan « = (—1)P cotan nx

Enoncé 12
ee Déterminer P € C3[X] vérifiant P(j) = 52, P(j2) = j, P'(j) = j et P'(j?) = j2

Corrigé 12
ee Notons Q = P/ — X ; Q € Co[X] et Q(j) = Q(j2) = 0, donc il existe X € C tel que

Q=MNX )X -5 =MNX*+X+1)
Par suite, il existe u € C tel que

P:§X3+¥X2+>\X+u
A et p doivent vérifier :
b+
2+ AL N2 = = Ml _N=1 -3=1

A A2 4y — ;2 2A _ AL N4 9, = ] 2y = —
{3+21+J+u3 {3 = At 2 @{“
X3
5

Donc A = -1 etu:—%. Finalement, P = — —X—%.

Enoncé 13
ee Trois éléments P, Q et R de R[X] vérifient P2 — XQ? = X R?. Montrer qu'’ils sont tous trois nuls.




Corrigé 13
ee L’égalité proposée s'écrit P? = X(Q? + R?). Supposons P et () non tous deux nuls; alors le polynome
Q?+ R? = (Q+iR)(Q — iR) est de degré pair ; en effet, Q et R étant & coefficients réels, Q + iR et Q — iR
ont méme degré. Mais P?, de degré pair, ne peut étre égal & X (Q? + R?), de degré impair. Du coup, Q et
R doivent étre tous deux nuls, et par suite P est lui aussi nul.

Enoncé 14
ee Soit A € K[X], unitaire et de degré 2n. Montrer qu’il existe des éléments B et R de K[X] tels que
A=B?+ RetdegR < n.

Corrigé 14

ee Si (B, R) est une solution, alors B doit étre de degré n. Notons A = >  apXF¥, avec ag, = 1; et
0<k<2n
B= 3 byX". Identifions les termes de degré au moins égal & n, dans les expressions respectives de A et
0<k<n
de B2+ R:
bn2 =ag, =1
2bpby—1 = agp—1

> bp—kbn—prk = a2n—p pour p € [2,n — 1]
0<k<p

Z bn—kbk = Qn

0<k<n
Notant alors € = +1, il vient, en résolvant :
b, =¢
a2n—1

2e

bp1 =

1
bn—p = 5= (a2n—p - Z bn—kbn—p—i-k) pour p € H27 n— 1]]

2e
1<k<p—1
1
bo =g (an— D buoib)
1<k<n—1

ce qui donne deux solutions, 'une B unitaire, ’autre —B ; avec, & chaque fois, R = A — B2.

Enoncé 15
ee Soit P € C[X], de degré n. Notant P = Y. a;, X", montrer que toute racine £ de P vérifie

€] < max "¢ |n—ak|
o<k<n-1 \ " a,
Corrigé 15

ee Quitte a diviser tous les coefficients de P par a, # 0, on peut supposer a, = 1. Pour abréger, notons
p= max "%/|nag|:on a |naiy| < p"F pour tout k € [0,n — 1]. Soit ¢ une racine de P. Si & = 0, le

0<k<n—1
résultat est clair. Sinon, " = — > ai€*, done |¢]" < Z |ag| - |€|*, dont on déduit
0<ksn—1 0<k<n—1
1 e g p\" "
D S L L o
0<ksn—1 0<ks<n—1

. 1 —k . N - :

doul< — Z (ﬁ)n . Alors |£] > p ménerait & une contradiction, car le membre de droite de cette
n 0<ksn—1 |£|

inégalité serait strictement inférieur & 1. Donc [€] < p. Cette majoration a été établie par CAUCHY en 1829.




Enoncé 16

ee Soit P € C[X], de degré n. Notant P = . a X", montrer que toute racine ¢ de P vérifie
0<kn

/<2 max "{/fa]

0<k<n—1

Corrigé 16
ee Quitte & diviser tous les coefficients de P par a, # 0, on peut supposer a,, = 1. Pour abréger, notons
p= max "{/|ax|:ainsi |az| < p"F pour tout k € [0,n— 1]. Soit & une racine de P. Si ¢ = 0, le résultat

0<k<n—1
est clair. Sinon, £" = — Y apé¥, donc
0<ks<n—1
n—k k
e ¥ olalts X ot- X (&) =k X (4)
0<k<n—1 0<k<n—1 0<k<n—1 1<k<n

k N . N C . .
p ) . |&] > 2p menerait alors & une contradiction, car le membre de droite de cette

d’ou lon tire 1 < Z (5
St
inégalité serait strictement inférieur a:
1INk 1 1\% 1 1\%
D=3 D (i) -
2. (2) 2 D (2) h 22 2
1<k<n 0<k<n—1 >0

Donc [£| < 2p. Cette majoration a été établie par D.E. Knuth en 1981.




