[Sup PCSI2 — Exercices : algébre lindaire (9)]

» La feuille suivante porte sur la définition, puis les propriétés d’une application linéaire; pour chaque exercice, la

fonction est choisie différemment.

Soient a, b, ¢, d quatre réels. Notons gqp.c.q la fonction z € R — (acos(z) + bsin(z) + cx cos(x) + drsin(x))e™*, et
E lensemble des gqp.c.a OU a, b, ¢ et d décrivent R. Montrez que E est un R-e.v. Notons fi : € R +— cos(z)e™?,
forzeR—sin(x)e ™, f3: v € R— xcos(x)e ™ et fr: o € R — zsin(z)e™; montrez que B = (f1, f2, f3, f4) est
une base de E. Montrez que D : f — f' est un automorphisme de F ; donnez ’expression analytique de D~! dans la

base B. (Source: Bac C Strasbourg 1982)

Le sujet nous propose de noter g, p.c.q la fonction z € R +— (acos(x) + bsin(z) + cz cos(x) + dxsin(x))e*. Soient

h=gaped k= Gga b c,a €6 A€ER; alors:
(h + AR)(2) = h(z) + Ak(2) = G 0.0(x) + Mgt 1.0 (2)
= (acos(z) + bsin(z) + cx cos(x) + dzsin(z))e™" + A(a’ cos(x) + V' sin(z) + 'z cos(x) + d'zsin(z))e™*
= ((a+ Aa") cos(z) + (b+ \)sin(z) + (c + A )z cos(z) + (d + Ad )z sin(xz))e”
= (acos(z) + Bsin(x) + yx cos(z) + dzsin(z))e”

Or la derniere fonction écrite est, au facteur e~ pres, une combinaison linéaire de f1, fa, f3 et f3.

La famille B = (f1, f2, f3, f4) est libre; en effet, e="(af1(z) + Bf2(x) + vf3(z) + 6 fa(x)) = 0 ssi afi(z) + Bfa(z) +
~vfs(x)+dfs(x) = 0. Observons que fi et fy sont paires, cependant que f et f3 sont impaires. Pour z = 0, les termes
en fa, fg et fy s’éliminent : donc a = 0. Par raison de parité, le coefficient devant f; s’élimine lui aussi. Il nous reste
fa(x) + 2 f3(x) = 0, soit Gsin(z) + yx cos(x) = 0; pour & = 7, nous obtenons v = 0; du coup, il reste Gsin(z) = 0,
qui est nul pour = 7/2 par exemple. Concluons: |la famille B = (f1, f2, f3, f4) est libre‘.

Une méthode plus rapide consiste & écrire le développement limité de = — (af1 + Bfa +vf3+ 0 f4)(z), a Uordre 3, au
voisinage de 0.

Observons que f{ = —f1— fa; fo=f1— fo; fo=fi— fs— fa; et fi = fa+ fs — fa. Donc 'image par D de toute
combinaison linéaire des fonctions f1, fa, f3 et fi est elle-méme une combinaison linéaire de ces fonctions. Donc D
est un automorphisme du s.e.v. Vect(f1, f2, f3, f4)-

Fixons a € R. Notons ®, la fonction du R-e.v. R¥ dans lui-méme définie comme suit : pour tout z € R, nous avons
(®a(f))(z) = f(z —a). Prouvez que ®, € L(R¥), puis que a — P, est un morphisme de (R, +) sur L(R¥,0). Prouvez
que ®, € GL(RR).

:solent f et g appartenant & F(R,R) et A € R. Alors @,(f + Ag) = @.(f) + AP, (g). Pour tout réel

I, nous aurons :

(a(f +29))(x) = (f + Ag)(x —a) = f(z — a) + Ag(x — a) = Ba(f)(x) + APu(g)(z) = (Pu(f) + APu(9)) (x)

a+— P, est un morphisme‘ :soient a et b deux réels ; prouvons que ®,, = ®, 0Py, autrement dit : pour tout f € R,
D,ip(x) = Po(x) 0 Py(x). Soit x réel quelconque ; alors

(B0 0 B1)(f)) (@) = (Du(®(2))) = Ba(f(z — 1)) = [(( ~ D) — )
= flx—b—a) = f(z—(a+b) = (Pass(f)) ()

P, € GL(]RR) :il suffit d’exhiber l'inverse de ®,, qui est clairement ®_,, ce qui revient & établir &, o o_, =
P_, 0P, = Py = idg. Or, comme f € R¥ et z € R, nous avons (®o(f))(z) = f(z —0) = f(z) = (idr(f)) (z).

E est le R-e.v. des fonctions continues de R dans lui-méme. Notons ¢ la fonction qui, & f € F, associe o(f) définie

z+1

comme suit : pour tout réel z, (¢(f))(z) = / f(t)dt. Prouvez que ¢ est un endomorphisme de E. Est-il injectif ?
r—1
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> (o(f))(xz) = F(z+1) — F(z — 1) ou F désigne une primitive sur R de f. La fonction F est dérivable, et & plus forte
raison continue, donc ¢(f) € E. Vérifions que ¢ est linéaire: p(f + A\g) = o(f) + Ap(g). Soit  un réel quelconque :

(0(f +29)) (@) = /

r—1

x+1 x+1

(2= [ (o0 + Xel)0) e

-1

x+1 x+1£
:/_1 @(f)(t)+A/_1 e(9)(t) = (o)) (@) + Ae(9) (x) = ((f) + Ap(g)) (x)

> Soit f: x € R — cos(rz); alors (¢(f))(z) = /H_l cos(mt) dt = [% Sin(mf)]gH_1 = sin(mz + ) = sin(me = ) =0.
z—1

z—1 s

Donc ¢(f) =0, or f # 0 donc ker(p) # {ﬁ}, ce qui revient a dire que ’gp n’est pas injective‘.

» 1l existe des fonctions de R dans lui-méme qui sont continues, mais non dérivables ; par exemple, x — |x| convient :
une telle fonction appartient & F, mais n’est pas dans im(¢). Donc ’(p n’est pas Surjective‘.

Pour a € R, notons f, : t +— e**. Soit (a)1<r<n une famille de réels deux a deux distincts. Prouvez que la famille
(for)1<kgn est libre dans le R-e.v. C(R). Indication : observez ce qui se passe lorsque ¢ — —oo.

» Avec 'hypothése, nous pouvons supposer que les oy sont tous non nuls et classés par ordre croissant: a; < ag <
-+« < ay,. De la relation Z Ape®*t = 0, nous déduisons A;e®tt = — Z Ape®*t puis A} = — Z Apelor—ant,
1<k<n 2<k<n 2<k<n
Observons que le membre de gauche est une constante non nulle ; et que, lorsque ¢ tend vers —oo, le membre de droite
tend vers 0. Ceci est contradictoire, donc A\; = 0. Une récurrence facile montre ensuite que les A\ sont tous nuls.

% F est un K-e.v. de dimension finie. g est un endomorphisme de E. Notons g”* le k-itme itéré de g. Montrez que,
n
gl existe une famille (ax)ogcr<n de scalaires vérifiant Z arg® =0 et ag # 0, alors g est bijectif.
k=0

» Nous pouvons SPDG supposer les ai tous non nuls, deux a deux distincts et classés par ordre croissant:ag < a; <

n—1

<o+ < ay. Alors Z arg® = 0, soit agg’ = — Z arg®. Appliquons la fonction g aux deux membres ; il vient

0<k<n 1<k<n

n=1 =0, donc ag = 0. Ensuite, une récurrence nous donne a; = 0 pour tout k € [0,n].

aog

Méme question, en utilisant cette fois la famille (g )1<r<n OU gk est la fonction ¢ — [t — ag|.

» Ici encore, nous pouvons supposer que les A\; sont tous non nuls, deux a deux distincts et classés par ordre croissant :

A < Ay < --- < \,. Nous définissons ainsi la fonction t — Z Argr(t) ; done A1g1(t) = — Z Akgk(t). Observons
1<kLn 2<k<n
que la fonction g; n’est pas dérivable en «; ; par contre, la fonction ¢ — — Z Akgr(t) est dérivable en ay. Ceci
2<k<n

mene a une contradiction : donc Ay = 0. Par récurrence, tous les \; sont nuls.

* f est un endomorphisme d’'un K-e.v. E non réduit a une droite. Supposons que la restriction de f a tout s.e.v. de
E autre que F lui-méme soit injective. Montrez que f est injectif.

» Fixons x # 0 ; notons A, le rapport de '’homothétie qui envoie = sur A\,x. Prouvons que f est ’homothétie de rapport
Az. Soit y € F; ¢l existe « tel que y = ax, alors f(y) = f(azx) = af(z) = adz = A\gax = A\yy. Sinon, comme
T # W, les vecteurs x et y sont indépendants. Soient A, et Ay, définis par f(y) = Ayy et f(x +y) = Apyy(z +v).
Nous pouvons écrire f(z +y) = f(x) + f(y) = Az + Ayy, donc Ay + A\yy = Aoqy (2 + y) = Aaqy@ + Agiyy ; comme
z et y sont indépendants, il vient A\, = Ay et Ay = A\yyy. Donc A\, = Ay, et par suite fy) = Ay

Voir aussi ’exercice Q4. Soient n > 1 et (Ag)1<k<n une famille de réels deux & deux distincts. Pour k € [1,n],
notons f, la fonction t € R +— exp(Axt). Montrez que la famille ( fi)1<k<n est libre. En déduire que C(R) est un R-e.v.
de dimension infinie.



» Si les coefficients A\ sont tous nuls, il n’y a rien a démontrer. Sinon, nous pouvons supposer que les A\ sont tous
non nuls, apres regroupement des coefficients identiques et élimination des coefficients nuls. Nous pouvons ainsi

supposer A\ < Ay < -+ < A, donc Z A fi = 0. En divisant par Ay # 0, il vient f; = — Z Ak fr, donc
1<k<n 2<k<n
filz) =— Z Ak fr(z) ; Faisons tendre x vers —oo : le membre de droite de I’égalité tend vers 0, mais le membre de
2<k<n

gauche est constant, non nul. Il y a une contradiction : donc A\; = 0. Par récurrence, nous pouvons rendre nuls tous
les A\, ce qui termine la preuve.

» Pour tout naturel n, nous pouvons exhiber une famille de fonctions de la forme ¢ € R — exp(Agt), les A, étant tous
distincts. Nous pouvons donc constituer des familles libres de taille arbitrairement grande. Donc C(R) contient un
s.e.v. de dimension infinie ; par exemple, la famille des fonctions de la forme ¢ € R — exp(nt) avec n € N, répond a la
question.

Donnez des exemples de sous-espaces de C*°(R) stables par 'endomorphisme D : f — f’. Donnez aussi des exemples
de s.e.v. qui ne sont pas stables par D.

» Dans l'ensemble des fonctions de classe C°°(R) : 'ensemble des fonctions polynémes ; I’ensemble des fonctions lips-
chitziennes sur R ; 'ensemble des fonctions qui vérifient f(0) = 0; I’ensemble des fonctions f telles que lirll f(z)=0.
Tr— 100

» Toujours dans l'ensemble des fonctions de classe C*°(R):les fonctions croissantes; les fonctions monotones; les
fonctions de signe constant.

Un mini-probleme
» FE désigne I'ensemble C*°(R). Notons ® la fonction qui, & f € E, associe ®(f) = f + f’.
Montrez que ® est un endomorphisme de F.

> D(f+N)=(f+X)+(f+X) =F+X g+ + g =F+ [ +Xg+9)=2(f) + A®(g). Ceci prouve la linéarité
de ®.

® est-il injectif 7
» NON : par exemple la fonction f : t — e~t vérifie f + f' = 0, et pourtant f # 0.
® est-il surjectif ? Indication pour cette question : observez t € R +— et f(t).

» NON: :la fonction t — e~? et la fonction nulle ont pour dérivée la fonction nulle.

E est un K-e.v. de dimension n. Soit f un endomorphisme de E vérifiant f® = 0 et f~! # 0. Montrez qu’il existe

un vecteur ¥ tel que la famille (fk(ﬁ))0<k<n soit une base de E.

> Sir > p, alors f1(0) = fP(fP(0) = f7P(0) = 0. Sinon, il existe 7 vérifiant f71(7) # 0 et f7(7) = 0.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les A; sont tous non nuls et deux a deux distincts ; notons-les
A0, - -3 Ap—1. Alors Z A f(U) = 0, que P'on écrit plutdt Aot = — Z Arf (V). En composant des deux c6tés par

0<k<p 1<k<p
fP=1 il vient Ao fP~1(#) = 0, donc Ao = 0. Une récurrence facile nous montre ensuite que tous les A, sont nuls.
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