[Sup PCSI2 — Exercices d’algebre lindaire avec corrigés (2d)]

» Cette feuille portent sur les points suivants : sous-espaces vectoriels, rang, base, dimension, etc.
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Sommes de sous-espaces

abd, feuille 24, exercice 1.1
f est une fonction de K? dans K3, définie comme suit : f(x,y,2) = (x +y,z + 2y, x — y). Montrez que f est
linéaire. Donnez le rang de f, en précisant une base de im(f).

Il est clair que f est linéaire. (x,y) € ker(f) ssiz+y =0, x +2y = 0 et £ —y = 0; ceci se rameéne &
o =y =0, donc ker(f) = {0}, donc dim (ker(f)) = 0, puis rg(f) = dim(K?).

abd, feuille 24, exercice 1.2
f est une fonction de K? dans K3, définie comme suit : f(x,y,2) = (x+2y+2,2x+y+ 2,2 +y+2z). Donnez
le rang de f, en précisant une base de im(f).

f est clairement linéaire. (x,y,z) € ker(f) ssiz+2y+2 =2x+y+ 2z =x+y+ 2z = 0; par adition, il vient

4(z+y+2) =0, donc x4+ y + z = 0; par soustraction, nous obtenons # = y = z = 0. Donc ker(f) = {0'}.
Par suite, f est injective : le théoréme du rang nous dit que f est un automorphisme de K3.

abd, feuille 24, exercice 1.3
f est une fonction de K?® dans K2, définie comme suit : f(x,y,2) = (x +y + 2z, — y — 2). Donnez le rang de
f, en précisant une base de im(f).

f est clairement linéaire. Observons que (z,y, z) € ker(f) ssi x =0 et y+ z = 0. Donc ker(f) = K(0, -1, 1),
et f n'est pas injective. rg(f) = dim(K®) — dim(ker(f)) = dim(K?) : donc im(f) = K? et f est surjective.

abd, feuille 24, exercice 1.4

f est clairement linéaire. C’est une fonction de K3 dans K3, définie comme suit : f(x,y,2) = (z+2y+ 2,21+
y+ 2,z —y). Donnez le rang de f, en précisant une base de im(f).

Déterminons le noyau de f: (z,y, z) € ker(f) = f(z,y,2) = (0,0,0), soit t +2y +2=0,20+y+2=0
et x —y = 0. Ceci se réduit facilement & x = y et 2 = —3y. Donc ker(f) = K(1,1, —3). Donc f n’est pas
injective. Le théoreme du rang nous donne rg(f) = dim(K?) = dim (ker(f)) = 2.

abd, feuille 24, exercice 1.5

f est une fonction de K* dans K®, définie comme suit : f(z,y, z,t) = (x +y,z —t,x +t). Donnez le rang de
f, en précisant une base de im(f).

Observons que f est linéaire, et qu’elle ne peut pas étre une injection de K* dans K. Le noyau de f est
l’ensemble des quadruplets (z,y, z, ) tels que f(z,y, z,t) = 6), ce qui revient a résoudre le systeme cobstitué
des trois équation t+y =0,z—t =0et z+t = 0; ce qui revient aux formules z =t, x = —tety = —x = t¢.
Le noyau de f est donc K(—t,t,t,t), si bien que [f n’est pas injective].

Le théoreme du rang montre que rg(f) = dim(K*) — dim(ker(f)) = dim(K®) donc im(f) = K3, et

f est surjective|.

abd, feuille 17, exercice 2.1

E=K3 F={(z,y,2) eK® |z +y+22=0}; G={(z,y,2) € K* | y — 2 = 0}. Donnez des bases de F,
G, F+Get FNG.

F est un plan vectoriel ; une base de ce plan est, par exemple, constituée des vecteurs a = (2,0, —1) et
b=(1,-1,0).

G est également un plan vectoriel ; une base de ce plan est, par exemple, constituée des vecteurs ¢ = (1,0, 0)
et d=(0,1,1).

F + G contient les vecteurs ¢ = (1,0,0), b —c = (0,—1,0) et a — 2¢ = (0,0, —1) ; comme P'espace ambiant
est K3, nous avons une famille génératrice de F' + G, constituée des trois vecteurs cités précédemment.
Visiblement, cette famille est libre : donc c’est une base de K3.

11 reste & donner la dimension de F N G. Le vecteur (x,y,z) est dans FNG ssix+y+22=0et y—2 =0,
soit y = z et x = —3z. Donc FNG = K(-3,1,1). Donc dim(F N G) = 1, une base étant constituée du
vecteur (—3,1,1).




f € L(K3) est défini par f(1,0,0) = (0,1,2), £(0,1,0) = (=1,1,0) et £(0,0,1) = 2,0,0). Montrez que f est
un automorphisme de K3 ; déterminez sa bijection réciproque.
» Un calcul facile nous donne f(x,y,2) = (—y + 22,2 + y,2x). [ est injective car f(x,y,z) = 0 implique
—y+2z2=x+4+y =2z =0; donc z = 0, puis y = 0, puis z = 0. Donc f est injective; par suite, c’est un
automorphisme de K3.

» Déterminer la bijection réciproque de f. X = (z,y,2) € K? possede un (et un seul) antécédent Y par
f~L, qui est défini comme suit :
Y =f1X) <= fY)=X < (=b+2c,a+b,2a) = (z,y,2)
— —b+2c=zxetat+b=yet2a=z2
<— a=zx/2etb=y—z/2etc=a/2+y/2—z/4

Un exercice en dimension 3, avec un parameétre.
Notons @ = (1,1,1), ¥ = (1,2,3) et @ = (a,a?, a®) trois vecteurs de R®. Pour quelle(s) valeur(s) de a la
famille (u, ¥, ) est-elle libre 7 Pour quelles valeurs est-elle liée ?
» Ecrivons que la combinaison linéaire des vecteurs , U et w par les scalaires p, ¢ et r est nulle:
pii+qi+r =70 «p(1,1,1) +¢(1,2,3) + r(a,a*,a®) = (0,0,0)
& (p+q+ra,p+2q+rd®,p+3q+rd’) =(0,0,0)

p + ¢ + ra=0 p + q + ra =0
Sp + 2¢ + rd®>=0 & g + r@—-a) = 0
p 4+ 3¢ + ra®=0 2¢ + r(@®—a%) = 0

< pgra(a—1)(a—2)=0
Donc le triplet (@, ,w) est libre, sauf si a € {0,1,2}.

» Sia =0, alors le vecteur W est nul ; le sous-espace engendré est Vect(u, ¥). Sia = 1, alors @ = @ ; ici encore,

le sous-espace engendré est Vect(u, ). Si a = 2, alors @ = (2,4, 8) ; la famille (&, ¥, W) est libre.
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