[Sup PCSI2 — Contréle 2006/09

Obligatoires : copies séparées pour chaque partie ; numérotation des copies de 1/n a n/n; votre nom sur
chaque copie ; numérotation des questions ; résolution dans 'ordre de 1’énoncé ; au moins une ligne sautée
entre deux questions consécutives (& défaut, la note de la copie est zéro).

Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive (méme remarque).

Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.

’Tous les calculs doivent apparaitre sur votre copie !‘

Probléme 1

» Nous nous intéressons & des mots sur I'alphabet & quatre lettre {a,b,c,d}. Un mot de longueur n > 1 est une
succession de n lettres prises dans cet alphabet, comme aabcba (de longueur 6) ou bbbbb (de longueur 5).

Combien existe-t-il de mots de longueur n ?

» Dans la suite, nous notons u,, le nombre de mots de longueur n contenant un nombre impair de a, et v, le
nombre de mots de longueur n contenant un nombre pair de a. Ainsi, u; = 1 et v; = 3.

Dressez la liste des mots de longueur 2 contenant exactement un a, puis la liste des mots de longueur 2
contenant un nombre pair de a.

Donnez des formules exprimant u,,4+1 et v,4+1 en fonction de u,, et v,.
Utilisez ces formules pour dresser un tableau donnant les valeurs de u,, et v, pour 1 < n < 5.
Donnez une expression simple de u,, + v, en fonction de n.

Donnez de méme une expression simple de u,, — v, en fonction de n.

Exhibez une matrice A, carrée d’ordre 2, telle que (U”H ) =Ax <u”>
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Notons U < 11 ) .

Donnez I'expression de U™ en fonction de n.
Quelle relation simple existe-t-il entre A, U et I3 ?

Montrez que A est inversible, et explicitez son inverse A~'. Remarque : 'algorithme d’inversion de matrice
exposé en cours n’est pas nécessaire, pour résoudre cette question.

Donnez une expression simple de A™, et retrouvez ainsi les expressions de u,, et v,.

Probleme 2

» Notons Z = |—oco,In(2)[ et f: 2 €T —

Explicitez f'(x) et f(z).

Etudiez rapidement les variations de f, que vous résumerez par un tableau; donnez ’allure de la courbe
représentative de f.

La fonction f est-elle convexe ?

Montrez que f réalise une bijection de Z sur un intervalle J que vous préciserez.
Soit y € J ; donnez I'expression de f~1(y).

Montrez que f est de classe C*°. En est-il de méme de f~—1?

2 —er’

Donnez le développement limité de f, au voisinage de 0, a l'ordre 4.

Tournez S.V.P.



» Au vu des expressions respectives de f(x), f'(x) et f”(x), il semble raisonnable de penser que l’assertion
suivante, notée A(n), est vraie pour tout n € N:

P, (e%)

il existe un polynéme P, tel que f™ (x) = W
—e

pour tout x < In(2)

Nous nous proposons de prouver ceci en toute rigueur.

Explicitez Py, Py et Ps.

Déduisez A,,+1 de A, ; vous donnerez l'expression de P,;1 en fonction de P, et P! ; la lettre X pourra
apparaitre dans cette expression, mais pas la lettre x.

Utilisez la relation établie a la question 9 pour obtenir les expressions de Ps, Py et P5, que vous écrirez selon
les puissances croissantes. Indication : Ps = X0 + 114X° 4 1208X* + 2416X3 + 912X?2 + 32X.

Déterminez le degré et le coefficient dominant de P,.
Calculez la limite de £ (z) lorsque x tend vers —oo.

Quel est le terme constant de P, 7
Donnez une expression simple de P, (2).

Notons a,, le coefficient de X dans l’expression développée de P,,. Donnez une expression simple de a,.
Quelle est la valeur de P;,(0), pour n > 17

» Notons b,, le coefficient de X2 dans l’expression développée de P,.

Exprimez b,1 en fonction de a,, et b,.
Donnez une expression simple de S, = Z k27%. Indication : utilisez la fonction ¢ — Z t*.

1<kLn 1<k<n

En déduire une expression simple de b,,.

1
Déterminez des réels p et ¢ tels que o Py 9 pour tout réel u distinct de 0 et 2.

ul2—u) uw 2-u

Notons o = —In(2). Calculez J = / f(t)dt. Indication : effectuez le changement de variable u = e?, puis
0
utilisez le résultat de la question précédente.

» Nous nous intéressons aux racines du polynéme P,, pour n > 1. A la question 13, nous avons déja mis en
évidence une racine commune a tous ces polynomes.

Explicitez les racines de P,, P3 et P,; pour ce dernier, vous mettrez en évidence une deuriéme racine
évidente.

Prouvez que f est solution sur Z de 1’équation différentielle 3’ = —y + 2y2.

Utilisez le résultat de la question précédente pour obtenir une autre preuve de I'appartenance de f a la
classe C°.
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