[Sup PCSI2 — Contréle 2006,/07

Obligatoires : copies séparées pour chaque partie ; numérotation des copies de 1/n a n/n; votre nom sur
chaque copie ; numérotation des questions ; résolution dans l'ordre de I’énoncé ; au moins une ligne sautée
entre deux questions consécutives (a défaut, la note de la copie est zéro).

Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive (méme remarque).

Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.
Probleme 1 : algebre linéaire

> F est un K-e.v. L(F) est la K-algébre des endomorphismes de E, GL(E) le groupe des automorphismes de
E. Notons id 'endomorphisme identité. f* est défini par f0 =id et f¥1 = fo f* pour k € N.

Soient f et g deux endomorphismes de E. Comparez ker(f) et ker(g o f), puis im(f) et im(f o g).
Soient f et g deux endomorphismes de E. Supposons que fogo f = f. Que pouvez-vous dire de f o g et
gof?

» Soient f et g deux endomorphismes de E. Nous dirons que g est un pseudo-inverse de f lorsque les trois
conditions suivantes sont simultanément vérifiées :

(i) fogof=f
(ii) go fog=y
(iii) fog=gof
Soit f € L(E) possedant deux pseudo-inverses g et h. En évaluant fogo foh, prouvez que foh =go f,
puis que g = h.

» Nous avons montré que, s’il existe, le pseudo-inverse de f est unique.

Quel est le pseudo-inverse d’un projecteur p ?

Soient f et g deux endomorphisme de E qui commutent : f o g = g o f. Montrez que, pour tout k € N, f et
g" commutent. Vous raisonnerez par récurrence.

Soit f un élément de £(E) possédant un pseudo-inverse g. Prouvez que, pour tout k& € N, f* possede un
pseudo-inverse, dont vous donnerez I’expression en fonction de g et k.

Soient f € L(F) possédant un pseudo-inverse g, et h un automorphisme de E. Prouvez que ho f o h™!
possede un pseudo-inverse, dont vous donnerez 1’expression en fonction de g et h.

» Dans les quatre questions suivantes, f désigne un élément de L(E) tel que E = ker(f) @ im(f).

Un(e) de vos camarades affirme que f est un projecteur. Que pensez-vous de son affirmation ?
Soit u € E. Montrez qu'il existe un et un seul w € im(f) tel que f(w) — u € ker(f).

» Définissons alors g : F — F par g(u) = w.

Prouvez que g € L(E).

Prouvez que g est le pseudo-inverse de f.

» Dans les trois questions suivantes, f est un endomorphisme de E possedant un pseudo-inverse g.
Etablissez 'égalité im(f) = im(g).
Etablissez 'égalité ker(f) = ker(g).
Mountrez que f o g est le projecteur sur im(f) parallelement & ker(f).

» Dans les trois questions suivantes, f, h et k sont trois endomorphismes de E qui vérifient f2o0h = ko f2 = f.
Etablissez légalité ko foh= foh?=Fk?o f.
Etablissez I'égalité foh =ko f.

Montrez que ko f o h est le pseudo-inverse de f.
Tournez S.V.P.



Probléme 2 : analyse
» Notons F = C(R,R).

1
Soit f € E'; justifiez I'existence de la fonction F': z € R — / tf(x—t)dt.
0

En effectuant le changement de variable u = x — t, montrez que F est de classe C!, et explicitez F'(z) en
faisant intervenir une primitive ¢ de f.

1
» Nous noterons désormais £(f) la fonction définie par (L£(f))(z) = / tf(z —t)dt pour tout z € R
0

Vérifiez que L : f € E— L(f) est un endomorphisme de E.
L est-il surjectif ?
» Soit @ € R* ; notons f, : t € R+ e,
Explicitez (L(f,))(x) pour z € R.
Calculez la limite de (£(f,))(z) lorsque a tend vers 0.

» Dans les cinq questions suivantes, f est la fonction ¢ € R — . Nous notons F' = L(f) et v la courbe

L+ d
représentative de F.

1
Montrez que 0 < F(z) < 3 pour tout z € R.

Explicitez F(z) pour z < 0, puis pour 0 < z < 1, et enfin pour = > 1.

Donnez un équivalent simple de F(z) lorsque  — —oo, puis lorsque & — +00. Précisez la nature exacte des
branches infinies de yp, et leurs places respectives par rapport a cette derniere.

Sans avoir recours & F’, précisez le sens de variation de F' sur chacun des intervalles | — oo, 0] et [1, +00].
Explicitez F'(x) et F”(x) pour 0 < z < 1. En déduire le tableau des variations de F, et tracez yp.
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