
Sup PCSI2 — Contrôle 2006/04

Obligatoires : numérotation des copies de 1/n à n/n, dans l’ordre des exercices ; votre nom sur chaque
copie ; numérotation des questions ; résolution dans l’ordre de l’énoncé ; au moins une ligne sautée entre
deux questions consécutives.
Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive.
Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.

Exercice 1

I Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, preuve ou contre-exemple à l’appui !

Q1 f est dérivable sur un intervalle I borné. Si f ′ est bornée, alors f est bornée.

Q2 ? f est dérivable sur un intervalle I borné. Si f est bornée, alors f ′ est bornée.

Q3 Si f est continue et croissante sur R+, alors la fonction F : x > 0 7→

∫

x

0

f(t) dt est croissante.

Q4 ? f est continue sur R+ et à valeurs dans R+. Si la suite de terme général un =

∫

n+1

n

f(t) dt est bornée,

alors f est bornée.

I Dans les questions suivantes, f et g sont deux fonctions définies sur R.

Q5 Si f est dérivable en 0 et si g n’est pas dérivable en 0, alors fg n’est pas dérivable en 0.

Q6 Si la fonction x 7→ min
(

f(x), g(x)
)

est bornée, alors f et g sont bornées.

Q7 Si f et g ◦ f sont bornées, alors g est bornée.

Q8 Si f ◦ g et g ◦ f sont bornées, alors f et g sont bornées.

Q9 Si g et g ◦ f sont bornées, alors f est bornée.

Q10 Si f + g et fg sont bornées, alors f est bornée.

Exercice 2

I Soit (un)n∈N une suite de réels. Vous distinguerez bien un

2, qui est le carré du terme d’indice n de cette
suite, et que l’on peut aussi noter (un)2 ; et u

n
2 , qui est le terme d’indice n2.

Q1 Soit x > 0. Montrez que les relations u1 = x, et un+1 =
1 + un

n + un

2
pour n > 1, définissent effectivement une

suite (un)n>1 de réels strictement positifs.

Q2 Dans cette question uniquement, nous supposons x = 1 ; dressez un tableau donnant la valeur de un pour
n ∈ [[1,4]] ; vous ferez apparâıtre les calculs dans votre copie.

Q3 Si cette suite converge, quelle est nécessairement sa limite ?

Q4 Montrez que un > 1 implique un+1 6 1.

Q5 Montrez que un 6 1 implique un+1 6
2

n
.

Q6 Finalement, quels sont les indices n pour lesquels on a certainement un 6 1 ?

Q7 Montrez que la suite (un)n>1 converge, et précisez sa limite.

Q8 Donnez un équivalent très simple de un lorsque n tend vers l’infini.

I Notons vn = nun − 1.

Q9 Exprimez vn+1 en fonction de vn et de n.

Q10 En déduire un équivalent simple de vn lorsque n tend vers l’infini.

Q11 Donnez alors un développement asymptotique à deux termes de un ; le petit o final ne compte pas pour un
terme.
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