[Sup PCSI2 — Controle 2006/03]

Obligatoires : numérotation des copies de 1/n & n/n, dans Pordre des exercices; votre nom sur chaque
copie ; numérotation des questions; résolution dans 'ordre de I’énoncé; au moins une ligne sautée entre
deux questions consécutives.

Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive.

Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.

Exercice 1
t
» Notons f:¢t>1+— —.
/ In(t)
Etudiez rapidement les variations de f, en précisant les limites aux bornes de son intervalle de définition.

n+1
» Pour n > 3, notons u,, = / f(t)dt. On rappelle que e < 3.
n

Prouvez que la suite (un,)n>3 est croissante.
La suite (un)n>3 est-elle strictement croissante ?
Donnez un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers 'infini.

Montrez que I'équation f(x) = u, posséde, dans Uintervalle [n,n + 1], une et une seule solution, qui sera
désormais notée x,,.

» Nous nous proposons d’étudier la suite (2 )n>3.

Cette suite est-elle monotone ?

Cette suite converge-t-elle 7
Donnez un équivalent simple de z,, lorsque n tend vers I'infini.

Exercice 2
Quand dit-on de deux suites (a,) et (by) qu’elles sont adjacentes ?

—1)k
» Pour n € N, notons S,, = Z ( )

k!
0<k<n

Calculez S, pour n € [0,5]. Vous présenterez les résultats (sous forme de fractions irréductibles) dans un
tableau. Vous ne ferez pas apparaitre les calculs intermédiaires sur votre copie.

Montrez que les suites de termes généraux respectifs u,, = Sa,, et v, = Sa,41 sont adjacentes. Notons £ leur
limite commune.

1
» Pour n € N, notons I, = / t"et dt.
0

» Rappel :la valeur en 0 de la fonction ¢ € [0,1] — tY est égale & 1, par convention; ainsi, cette fonction
(constante) est continue (et méme de classe C*).

Montrez rapidement que la suite (I,,)nen converge.
Explicitez la limite de la suite (I,,)nen-

Calculez Ij.

Calculez I; au moyen d’une intégration par parties soigneusement justifiée.
Etablissez une relation liant I, et I,,4+1, au moyen d’une intégration par parties soigneusement justifiée.

Exprimez alors I,, en fonction de S,,.
En déduire la valeur de /.

Tournez S.V.P.



Exercice 3

» Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, preuve ou contre-exemple a lappui !

1 2
Si u, — —, alors sin(u,) + sh(u,) — —.

Si la suite de terme général u,, diverge, alors la suite de terme général tan(u,) diverge également.
Si la suite de terme général tan(u,,) diverge, alors la suite de terme général u,, diverge également.
Si la suite de terme général u,, diverge vers +oo, alors n = O(uy,).

* Si la suite de terme général u,, diverge vers 400, alors u, = O(up41)-

Si sin(uy,) — 0, alors sin(un) — Un.

Si la suite de terme général u,, + arctan(u,) est bornée, alors la suite de terme général u,, est elle aussi
bornée.

Si la suite de terme général arctan(u, ) converge, alors la suite de terme général u,, converge également.

*x Si la suite de terme général u,, + tan(u,) est bornée, alors la suite de terme général u,, est elle aussi
bornée.

Si la suite de terme général sin(u,,) converge, alors la suite de terme général cos(u,,) converge également.
Si la suite de terme général cos(u,,) converge, alors la suite de terme général sin(u,,) converge également.
Si la suite de terme général sin2(un) diverge, alors la suite de terme général cos®(u, ) diverge également.
Si uy, = o(vy,), alors ch(u,) = o(ch(vy,)).

Les suites de termes généraux respectifs a,, =n+ 27" et b, = n — 37" sont adjacentes.

Si sh(uy) = o(sh(vy)), alors u, = o(vy,).

* Si Z ukmo, alors Z qumO.

1<k<n 1<k<n
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