
Sup PCSI2 — Contrôle 2006/02

Obligatoires : numérotation des copies de 1/n à n/n ; votre nom sur chaque copie ; numérotation des
questions ; résolution dans l’ordre de l’énoncé ; au moins une ligne sautée entre deux questions consécutives.
Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive.
Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.

Exercice 1

I Rappel : toute suite de réels croissante et majorée converge. Toute suite de réels décroissante et minorée
converge.

I Rappel : e = lim
n→∞

xn, où xn =

n∑
k=0

1

k!
.

Q1 Pour n > 4, établissez n! > 2n.

Q2 Toujours pour n > 4, en déduire

n∑
k=4

1

k!
<

1

8
.

Q3 ? Justifiez l’encadrement 2 < e < 3.

Q4 Étudiez rapidement la fonction f : x > 0 7→ ln(x)

x
et tracez sa courbe représentative.

Q5 Pour a et b strictement positifs, calculez

∫ b

a

f(t) dt.

I Pour n > 3, on note Sn =
n∑

k=3

f(k).

Q6 Pour k > 3, justifiez l’encadrement f(k + 1) 6

∫ k+1

k

f(t) dt 6 f(k).

Q7 En déduire, pour n > 4, l’encadrement

ln2(n + 1) − ln2(3)

2
6 Sn 6

ln(3)

3
+

ln2(n) − ln2(3)

2

Q8 Déterminez la limite, quand n tend vers l’infini, de an = ln(n + 1) − ln(n).

Q9 En déduire la limite, quand n tend vers l’infini, de bn =
ln(n + 1)

ln(n)
.

Q10 En déduire la limite, quand n tend vers l’infini, de
Sn

ln2(n)
.

I Pour n > 3, notons un = Sn − ln2(n)

2
.

Q11 Simplifiez un+1 − un et en déduire le sens de variation de la suite (un)n>3.

Q12 Pour n > 3, justifiez l’encadrement un > − ln2(3)

2
.

Q13 Montrez que la suite (un)n>3 converge, et que sa limite ` vérifie − ln2 3

2
6 ` 6

ln(3)

3
− ln2(3)

2
.

Q14 ? Justifiez la majoration ` < 0.

Tournez S.V.P.



Exercice 2

I Rappel : bxc désigne la partie entière inférieure du réel x ; c’est le plus grand relatif inférieur ou égal à x.
Nous avons donc bxc ∈ Z et bxc 6 x < bxc + 1.

Q1 Soient x ∈ R et k ∈ Z. Quelle relation simple existe-t-il entre bx + kc et bxc ? Vous donnerez une preuve à
l’appui de votre affirmation.

I Notons f la fonction qui, au réel x, associe le relatif bxc + b4xc.
Q2 Quelle est la valeur de f(x) lorsque 0 6 4x < 1 ?

Q3 Montrez que f est croissante.

Q4 f est-elle strictement croissante ?

Q5 Donnez une relation simple liant f(x + 1) et f(x).

Q6 Résolvez dans R l’équation f(x) = 5.

Q7 Montrez que l’équation f(x) = 9 ne possède aucune solution réelle.

Q8 Quelle transformation simple conserve globalement la courbe représentative de f ?

Q9 Tracez la courbe représentative de la restriction de f à l’intervalle [0,2].

Q10 Caractérisez les réels y tels que l’équation f(x) = y possède au moins une solution.

Exercice 3

I Soit p un naturel au moins égal à 2. Notons Ep l’ensemble des naturels n tels que (2n)! > pn.

Q1 Exhibez un naturel qui n’appartient pas à Ep.

Q2 Montrez que p appartient à Ep.

Q3 Justifiez le fait que Ep possède un plus petit élément.

I Nous noterons désormais f(p) plus petit élément de Ep.

Q4 Montrez que, si n appartient à Ep, alors 2n(2n− 1) > p.

Q5 Justifiez alors la relation f(p) >

√
p

2
.

Q6 Montrez que, si n appartient à Ep, alors n + 1 appartient aussi à Ep.

Q7 Montrez que n appartient à Ep si et seulement si n > f(p).

Q8 Calculez f(p) pour p ∈ [[2, 9]]. Vous présenterez dans un tableau les résultats de vos calculs (lesquels calculs
ne devront pas apparâıtre dans votre copie).

Q9 Montrez que la fonction f est croissante.

Q10 La fonction f est-elle strictement croissante ?
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