
Sup PCSI2 — Contrôle 2006/01

Obligatoires : numérotation des copies de 1/n à n/n ; votre nom sur chaque copie ; numérotation des
questions ; résolution dans l’ordre de l’énoncé ; au moins une ligne sautée entre deux questions consécutives.
Interdits : encre rouge, crayon, tippex, saleté excessive.
Recommandés : preuves rigoureuses et concises ; présentation soignée ; orthographe tolérable.

Exercice 1

I Les questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres. Elles doivent toutefois être rédigées sur
une même copie (plusieurs copies, au besoin).

Q1 Donnez (preuve à l’appui) les valeurs de :

α = arccos
(

sin(487π/6)
)

β = arctan
(

tan(835π/4)
)

γ = arcsin
(

sin(−683π/3)
)

u = sin
(

arccos(−
√

3/2)
)

I Pour n > 3, notons Sn la quantité
∑

36k6n

k3−k.

Q2 Dressez un tableau donnant la vaeur de Sn pour n ∈ [[3,5]]. Vous ne ferez pas apparâıtre les calculs sur votre
copie.

Q3 Donnez une expression simple de Sn (c’est-à-dire : débarrassée du signe
∑

).

Q4 Vérifiez que l’expression obtenue concorde avec les valeurs trouvées à la question 2.

Exercice 2

I Soit n > 1 ; pour k ∈ [[0,n − 1]], notons ζn,k = exp
(2kiπ

n

)

. Nous savons que ces n nombres complexes sont

les racines n-ièmes complexes de l’unité.

Q1 Pour 0 6 k < 3, donnez la forme algébrique de ζ3,k.

Q2 Notons Sn =
∑

06k<n

ζn,k. Quelle est la valeur de Sn ?

Q3 Pour k ∈ [[1,n − 1]], quelle relation simple existe-t-il entre ζn,k et 1

ζn,k
?

Q4 Notons Tn =
∑

16k<n

1

ζn,k
. Quelle est la valeur de Tn ?

Q5 Dans cette question, n = 2p + 1 avec p > 1. Quelle est la valeur de
∑

16k6p

ζn,k ?

Q6 Combien vaut
∑

06k67

(ζ7,k)2 ?

Q7 Dans cette question, n = 2p avec p > 1. Quelle est la partie réelle de
∑

06k6p

ζn,k ?

Tournez S.V.P.



Exercice 3 (partie personnalisée)

I Pour ces deux premières questions, vous donnerez une preuve complète du résultat proposé.

Q1 Transformez en produit l’expression marquée en couleur :

S1 = sin(p) + sin(q) S2 = sin(p) − sin(q) S3 = cos(p) + cos(q) S4 = cos(p) − cos(q)

Q2 Transformez en somme l’expression marquée en couleur :

P1 = sin(p) sin(q) P2 = sin(p) cos(q) P3 = cos(p) cos(q)

I Pour les questions suivantes, vous ferez apparâıtre les calculs menant au résultat proposé.

Q3 Mettez sous forme algébrique le complexe marqué en couleur :

P =
4 + 3i

2 + 3i
×

(1 − 2i)3

(3 − i)4
Q =

4 − 3i

2 + 3i
×

(1 + i)4

(1 + 2i)3
R =

−4 + i

2 − 3i
×

(1 + 2i)3

(2 − i)4
S =

4 + 5i

2 − 3i
×

(2 + i)4

(1 − 2i)3

Q4 Mettez sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique, le complexe marqué en couleur :

A =
(1 − i)1980

(1 − i
√

3)994
B =

(1 + i
√

3)996

(1 + i)2001
C =

(−1 + i)2005

(−1 − i
√

3)996
D =

(−1 + i
√

3)1014

(−1 − i)2047

Q5 Donnez une expression de la somme marquée en couleur, la plus simple possible :

U =
∑

36k6n

23k+1

32k−1
V =

∑

26k6n

32k+1

22k−1
W =

∑

36k<n

(−1)k

23k−1
X =

∑

26k6n

(−4)k

3k−2

Q6 Résolvez dans C l’équation marquée en couleur, sachant qu’elle possède une solution réelle :

z3 + (2 − 7i)z2 + (−28 − 24i)z + (−80 + 16i) = 0

z3 + (7 − 4i)z2 + (15 − 16i)z + (9 − 12i) = 0

z3 + (−4 − 8i)z2 + (−22 + 33i)z + (85 + 35i) = 0

z3 + (5 + i)z2 + (−23 + 20i)z + (−115 + 75i) = 0

Q7 Calculez l’intégrale marquée en couleur :

I =

∫ π/4

0

cos4(2t) dt J =

∫ π/4

0

sin3(3t) dt K =

∫ π/6

0

cos3(4t) dt L =

∫ π/3

0

sin3(t/2) dt
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