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I Notons X l’ensemble des suites (tn)n∈N qui vérifient les propriétés suivantes :

(1) les tn sont des naturels non nuls
(2) t0 = 1
(3) tn+1 > tn

2 pour tout n ∈ N

(4) (tn)n∈N n’est pas la suite constante égale à 1

I À toute suite (tn)n∈N élément de X , nous associons la suite de rationnels (an)n∈N définie par a0 = 1 et, pour

tout n ∈ N
∗, an =

∏

16k6n

(

1 +
1

tk

)

.

I Dans les trois questions suivantes, α désigne un naturel au moins égal à 2. Nous considérons la suite (tn)n∈N

définie par t0 = 1 et tn = α2
n−1

pour tout n ∈ N
∗.

Q1 Montrez que (tn)n∈N est un élément de X .

Q2 Montrez que la suite (an)n∈N qui est associée à (tn)n∈N vérifie la relation an =
α

α − 1

(

1 −
1

α2n

)

pour tout

n ∈ N.

Q3 Montrez que (an)n∈N converge, précisez sa limite.

I Dans les quatre questions suivantes, (tn)n∈N désigne un élément quelconque de X .

Q4 Montrez que la suite (an)n∈N qui lui est associée est strictement croissante.

Q5 Montrez qu’il existe un rang n0 ∈ N tel que tn > 2 pour tout n > n0.

Q6 Soit k > n0 ; pour p ∈ N
∗, établissez :

ak

(

1 +
1

tk+1

)

6 ak+p 6 ak

∏

16j6p

(

1 +
1

(tk+1)2
j−1

)

Attention : l’exposant de tk+1 est 2j−1.

Q7 En déduire que la suite (an)n∈N converge vers un réel a > 1.

Q8 Montrez que la fonction f : x ∈ ]1,+∞[ 7→
x

x − 1
réalise une bijection de ]1,+∞[ sur lui-même.

Q9 En déduire que, pour tout x ∈ ]1, 2], il existe un et un seul naturel n > 2 tel que
n + 1

n
< x 6

n

n − 1
.

Q10 Calculez n pour x = 1,0001.

I Dans les quatre questions suivantes, x désigne un élément de ]1, 2].

Q11 Construisez, par récurrence, une suite (tk)k∈N de naturels non nuls telle que

∀k ∈ N : 1 +
1

tk+1

<
x

ak

6
tk+1

tk+1 − 1

où (ak)k∈N est la suite associée à (tk)k∈N .

Q12 Montrez que la suite (tk)k∈N est un élément de X .

Q13 Montrez que lim
k→∞

ak = x.
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