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P est de degré 2n, donc P+ (z) = 0; ainsi:
F/((E) _ Z (—]_)kP(2k+1)(.’E) — Z (—1)kP(2k+1)(x)

0<k<n 0<k<n
F”(CC) — Z (_1)kp(2k+2)(x) — Z (_1)k—1p(2k)($> - _ Z (—1)kP(2k')(aj)
0<k<n 1<k<n 1<kLn

Avec un télescopage, nous en déduisons :

G'(z) = F"(z)sin(z) + F'(z) cos(z) — F'(z) cos(z) + F(z)sin(z) = (F"(z) + F(z)) sin(z)

= (‘ Z (=1)* PO (z) + Z (—1)kP(2k)(a:)> sin(z) = P(z) sin(x)

1<k<n 0<k<n

Calcul immédiat :
/077 P(x)sin(z) dx = -/OF G'(z)dz = [G(x)]; = G(7) — G(0)
= F'(m) sin(w) — F cos(w) — (F'(0)sin(0) — F(0) cos(0)) = F(r) + F(0)

Appliquons la formule de LEIBNIZ :
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Mais 0 < k < j < n, donc n — k > 0; si nous évaluons PU)(0), tous les termes sont nuls, donc P¥)(0) = 0.

Il y avait une coquille dans ’énoncé original : il fallait lire j € [0,n]. P(x) = % Z (7;) (—=bx)ia™ 7,
UNAS)

Donc le coefficient de 2™*7 dans I’expression développée de P(z) est :

‘ T)(=bYa Ly gne
[xn+J]p<x) _ ( ) o — ( J') % (n_j)!

darti
e (xk) est nul si £ < n+ j; et c’est un mondme de degré non nul si £ > n + j. Donc, lorsque nous
x

évaluons P(”+j)(0), il ne reste que le terme constant du polynéme P("*7). Mais ce terme constant est égal

. n+ ‘
au produit du coefficient de 2"*7 dans l'expression développée de P(z), par T (z"17) = (n 4 5)!. Nous
xn
; —b)J n—j N (b} gn—i
trouvons donc P<n+])(0) = ( '|) X - N\ X (ﬂ+j)! = (n+];) ( ) [a .
J: (n—j)! Jl(n —j)!

F(0) = Z (=1)* PR (0). D’apres le résultat de la question 3, nous avons P(*)(0) = 0 si 2k < n. D’autre

0<k<n
; ; (2k) (n+7) (n + ])' j n—j
part, si 2k > n, alors, en notant j = 2k — n, nous aurons P'“®(0) = P"7)(0) = ﬁ(—b)m ..
Jjln —7)!
, . ) (n+3)! L[ .
Remarquons que (—b)? et a7 sont des relatifs ; et que =) =Mm+1)n+2)...(n+4) | .| est aussi
J-\n—=7) J

un relatif. Donc P()(0) € Z.

Pr—a)=P(5-2) = 5 (5-2) (-3(G-2)) = 5 (G - )" = P



Par dérivation, nous obtenons P'(m — ) = —P’(z), puis P" (7 —x) = P"(x) et plus généralement P (7 —

z) = PC¥)(z). Nous en déduisons
Fir—a)= 3 (C1f PP —z) = 37 (-1 PCY(z) = ()
0<k<n 0<k<n
En particulier, F(r) = F(0) et donc F(7) € Z.

Utilisons le résultat de la question 2, ce qui est licite puisque notre polynéme P est de degré 2n. Alors I,, =

F(0) 4+ F(m) ; or nous venons de montrer que ces deux nombres sont dans Z. Donc I,, € Z. Mais la fonction
z™(a — bx)™
n!
pour = € [0,7]; donc I,, € N. De plus, cette fonction est continue (et méme de classe C*°), et ne s’annule

qu’aux extrémités de l'intervalle [0, 7] : donc I,, # 0 et par suite I,, € N*.

x € [0,7] — sin(x) est & valeurs positives puisque sin(z) > 0, 2" > 0et a —bx > a —br =0

Nous allons majorer |I,,| par le terme général d’une suite qui convergera vers 0 manifestement. Remarquons

nn
que 0 < ; et, pour z € [0, 7], nous aurons certainement 0 < sin(z) <1 et 0 < P(z) < ——. Donc:
n!
T ™ ™ .n n T . n,n n+1,n
: . z"(a — bx m"a ™ a
|I,| = / P(z)sin(z) dz| < / |P(x) sm(:r)’ dz < / ¥dw < / de = ———
0 0 0 TL' 0 TL' TL'
7T.n-|-1an
Les regles de croissances comparées nous assurent que — 0.
n! n—oo

La suite (I,)nen est & valeurs dans N*| donc minorée par 1. A ce titre, elle ne peut converger vers 0. Nous
mettons ainsi en évidence une contradiction, ce qui termine la preuve.

Notes. L’irrationnalité de m a été établie par LAMBERT ; en 1767, il présente a 1’Académie de Berlin un
mémoire, dans lequel il montre que, si x est rationnel, alors ni e® ni arctan(z) ne le sont (hormis le cas
2 = 0); en particulier, 7 = 4 arctan(1) n’est pas rationnel.

La transcendance de 7, c’est-a-dire le fait que 7 n’est solution d’aucune équation algébrique a coefficients
dans Q, a été établie par LINDEMANN en 1882.

La preuve donnée ici a été imaginé par Ivan NIVEN ; référence : A Simple Proof that w is Irrational, Bulletin
of the American Mathematical Society., vol. 53, 1947, p. 509. On en trouve une version frangais dans
le livre Raisonnements divins (le titre original est Proofs from the Book ; le titre frangais est adaptation
particulierement crétine qu’en a donnée un commercial de Springer).
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