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Exercice

» Pour chacune des affirmations suivantes, dites si elle est VRAIE (preuve & I’appui) ou FAUSSE (contre-
exemple & lappui).

Si la suite (u,)nen converge vers 0, alors la suite la suite de terme général E Uy, converge aussi.
0<k<n

Si la suite de terme général sin(u,) converge vers 0, alors la suite de terme général u,, converge également
vers 0.

Si la suite de terme général exp(u,,) est bornée, alors la suite de terme général u,, est également bornée.

(un)nen €t (vn)nen sont deux suites de réels. Si u,, est un O(v,) lorsque n tend vers 'infini, alors exp(uy,)
est un O (exp(vy,)).

Si la suite de terme général u,, diverge vers 400, elle est croissante a partir d’un certain rang.

Si la suite de terme général w,, est bornée, alors la suite de terme général tan(u,) est également bornée.

Probleme

Partie 1

1
» Pour n € N*, notons H,, = Z %et rn, = H, —Inn.
1<k<n

+1 k
dt 1 dt
Pour k > 2, établissez / - / e
k—1

En déduire Inn < H, <1+ 1nn.

Quel est le sens de variation de la suite (r,)p>1 7

Montrez que la suite (r,)n>1 converge ; nous noterons v sa limite.

k
t—k+1
» Pour k > 2, notons v = / 72—’_ dt.
k-1t
. , 1 1
Justifiez 'encadrement 0 < vy < 1%
Montrez que la suite de terme général V,, = Z v converge.
2<k<n
P
Pour n > 1, justifiez: lim ( Z vk) =r, —".
P00

k=n-+1

En déduire 0 <, — 7 <

Tournez S.V.P.



Partie 2

» [’encadrement qui conclut la premiere partie montre que la convergence vers v de la suite de terme général
7, est trop lente ; nous nous proposons donc d’accélérer cette convergence.
Vol —2)(1 —2z)

Pour k > 2, notons I, = / @rk-1) dz. Au moyen d’intégrations par parties répétées (et diiment
0 z -

justifiées), établissez :

11 1, 1 1
I’“_ka+é_k—1+6((/€—1)2_ﬁ)

a2l — z)?
Toujours pour k > 2, notons Jy = /0 m dzx. Justifiez :
P 17 S S S S
PRk k-1 T2\ - 12 k2
Quel est le maximum de la fonction z € [0,1] — z(1 — x)?

1 1 1
Q12 TOU.jOuI'S pour k 2 27 établissez : 0 é Jk < @ (m - F)
En déduire pourn21:0<rn—7—i—|—L < i
’ 2n  12n2 = 64n*

Quel développement asymptotique de H,, pouvez-vous en tirer 7

1
Quelle est la plus petite valeur de n pour laquelle vous pouvez affirmer que r,, — on + o2 est une valeur
n n
approchée de 7 avec une erreur au plus égale & 5- 1077 ?
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