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Exercice
. . . . P(X) . . L
» Nous dirons que a est un péle de la fraction rationnelle o) si c’est une racine de Q(X). Le résidu de
P(X) : : . P(X) .
relatif & a est le coefficient de —— dans la décomposition de en éléments simples.
QX) Xoa QX)

N
Soit a un pole double de la fraction rationnelle o Montrez que le résidu relatif a a est donné par la formule :
6N'(a)D"(a) — 2N (a)D"(a)

3[D"(a)]?
Soit P, € R[X] unitaire, de degré n, scindé & racines simples. Notons z1,...,x, ses racines, supposées
. - X2+ 1) s
classées par ordre croissant : x7 < zo < ... < x,. Calculez le résidu ay, de (PQ(X)) relatif & xy.
n

(X2 +1)"

Donnez 'allure de la décomposition en éléments simples de W

; on ne vous demande pas de calculer

le coefficient de m

2 1)
Montrez que / (xP;E))dx est rationnelle ssi le polynéme Q,, = 2nX P! — (X2 + 1)P/ est multiple de P,.
2(x

Précisez le degré et le coefficient dominant de @),,, en déduire que la condition de la question précédente est
vérifiée ssi P, vérifie une équation différentielle du second ordre que vous écrirez.

Notons P, = > aipX k avec a, = 1. Ecrivez les relations entre les coefficients ay, qui se déduisent de

0<k<n
I’équation différentielle vérifiée par P,. Explicitez ax en fonction de n et de k, précisez la parité de P,.

1
Im(z) désigne la partie imaginaire du complexe z. Montrez que P,, = CF] Im [(X + )" .
n

En déduire ’expression de zj en fonction de k et de n.

Explicitez Py, Py, P3 et Ps.

Probleme
D e T dr =
» L’objectif est d’établir, pour n € N*, la formule : 5 = o
0 1+z*m  sing-
Notations
* 2 oo d]}
» On fixen € N*. Onnote P, =1+ X“" et I, = .
0 Py (z)

2k — 1)
2n

» Pour k € [1,n], on note oy, = et @), = el

Préliminaires techniques

b ,
Soient a et b deux réels, tels que sin 3 # 0. Etablir:

1)b sin 2t
Z sin(a + kb) :sin(a+ (n—; ) ) X — i
1 Ehen sin 3

Soit P € K[X] scindé, & racines simples. Soient (£;)1<k<n les racines de P. Explicitez la décomposition en

1
éléments simples de P



Etude de la suite (I,,),>1
Justifiez la convergence de 'intégrale I,,.

teo dx
Avec une majoration trés simple, déterminez la limite de / 1 quand n — oo.
1

+ 1’277‘

1
d
Calculez la limite de / 1-1-% quand n — oo, en déduire celle de la suite (I),)n>1.
0

Décomposition de —
P,

Explicitez les racines de P,, avec les notations de 1’énoncé.

, 1
Ecrivez la décomposition en éléments simples de B dans C(X) sous la forme la plus simple possible.

n

1
En déduire la décomposition en éléments simples de — dans R(X) ; vous ne ferez intervenir dans I’expression
n
finale que des nombres réels.

/\k(X — COS Otk) + Uk

5 .
o X 2cosap X +1

, 1
Ecrivez la décomposition précédente sous la forme — = On explicitera A\ et

n

1y en fonction de n et de ay.

Combien vaut Z A 7 Remarque : il existe deux méthodes pour établir le résultat. . .

1<k<n

Calcul de I,

Pour X > 0, calculez

Jn(X)Z/OX Z A (z — cos ay)

2 —2xcosap + 1

1<k<n
et déterminez lim J,(X).
X—+oo
: . +ee dx
Soit « € 0, 7[. Justifiez la convergence de F(«) = / 5 , et calculez sa valeur.
0 x4 —2xcosa+1

1
Utilisez les résultats précédents pour montrer que I,, = — Z (m — o) sin .
n

1<k<n

En notant que sin(m — t) = sint, ramenez le calcul de la somme précédente & celui de Z sin ay.
1<k<n

Achevez le calcul de I, et retrouvez la limite de la suite (I, )n>1.
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