]Sup PCSI 2 — Exercices : I'ordre sur R

. . . . 1
Montrez que, si la suite (u,)nen de réels est croissante, alors la suite de terme général — E u; est elle
n
1<ign
aussi croissante.

Les réels positifs a, b, ¢, d, e et f vérifient a +b < e et ¢+ d < f. Montrez que y/ac + Vibd < vef.

Munissons N* de la relation < définie comme suit:a < b <= In € N* | "™ = b. La relation < est-elle un
ordre ? Si oui, est-il total ? La partie {a,3} est-elle majorée ?

1 1
Notons E I’ensemble des nombres de la forme — + —, ou p et ¢ sont des naturels au moins égaux a 2. F
p q

est-elle majorée ? Si oui, quelle est sa borne supérieure ? Possede-t-elle un plus grand élément ? E est-elle
minorée ? Si oui, quelle est sa borne inférieure ? Possede-t-elle un plus petit élément ?

Pour n € N, notons u,, = v/n — 2v/n+ 1+ vn+ 2. Quel est le signe de u, ? Quelle est la limite de la suite
(Un)nen?

Soit f:n—yn+vn+14+vn+2—+vn+3—+/n+4. Sans l'aide d’une calculatrice, établissez f(1) <0
et f(2) > 0. Montrez que f est croissante.

Soient a, b et ¢ trois réels. Etablissez: |a| - [b—¢| < [b] - |a —¢| + |¢| - |a — b].

1 2n—1 2n 92 ez
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Soient z € R et n > 1. Montrez que z +z <z 4+ 1. Quand a-t-on 1’égalité ?

Solent (x;)igi<n €t (¥i)igicn deux familles de réels. Comparez les deux réels A = max (x; + yi) et

N

B= (max xi) + (max y,)

1<i<n 1<ign
z" 1

< .
+ax4+a?4+--- a2 " 2n+1
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Soit (z;)1<i<n une famille de réels strictement positifs. Etablissez : ( Z mz> ( Z ) > n?.

1<i<n

Pour = > 0 et n > 1, établissez T

Soient u,v € R. Montrez U'inégalité |u| + |v| < |u+v| + |u — v|.
Soient ,7, 2z € R. Montrez 'inégalité zy + yz + zx < 22 + y? + 22.
Soit € R. Montrez I'inégalité (1 + x + 22)? < 3(1 + 22 + z%).

Soient x1, x2,x3, x4 € R. Montrez I'inégalité Z |xk] < Z lz; + x|

1<k<4 1<i<j<4
Soient n € N* et (ax)ick<n, (bk)1<kgn deux familles de réels. Etablissez les relations max (a + bg) <
1<kLn

max ar + max b et | max ap — max by| < max |ag — bg|. Pour chaque inégalité, donnez un exemple
1<k<n 1<k<n 1<ksn 1<k<n 1<ksn

ou elle est stricte.

Soit A une partie non vide et bornée de R. Justifiez 'existence de 6(A) = sup{|z —y|: z € Aet y € A}.
Prouvez que 6(A) = sup(A4) — inf(A).

1 1
Montrez que U [7, 1-— f} est un intervalle que vous expliciterez.
n n
n>2

Soient a et b deux réels qui vérifient 0 < a < b. On note E = |J ]ka, kb[. (i) prouvez qu'il existe A > 0 tel
keN*

que JA, +oo[C E; (ii) déterminez inf{A :]A, +oo[C E}.

Soient n € N* et (ak)1<k<n une famille de réels. Prouvez que la fonction z € R — g | — ag| possede
Xv=
1<k<n
un minimum, que vous préciserez.

Munissons I’ensemble R*% = ]0,4o00[ de la relation suivante:z <X y <= % <
relation d’ordre ? Si c’est le cas, cet ordre est-il total 7

Est-ce que < est une

<@ =
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