[Sup PCSI 2 — Exercices : trigonométrie (2)]

Premiére version de ce recueil d’exercices, centré sur les manipulations trigonométriques. Merci de me
transmettre vos remarques, critiques, etc.

Simplifications de sommes d’arcsin, arccos, arctan

Simplifiez o« = 3 arctan(1/4) + arctan(1/20) + arctan(1/1985).

2x1/4
» Notons § = arctan(1/4), v = arctan(1/20) et § = arctan(1/1985). Nous avons : tan(2(3) = 1X(1//4)2 = % ;
46 1 496
o T oo 90 992
puis tan(34) = 2 20 _ 920 _ Observons que 1985 = 992 + 993... Poursuivons le calcul :

47 1 993 993"

“52 %20 1040

992 1

993 T 1935 1985 x 993 + 992
992 1 993 x 1985 — 992
" 993 < 1085

tan(a) = =1

donc a = % (mod 7). Il reste & déterminer lentier k tel que o = % + k. 1/4, 1/20 et 1/985 sont tous
dans ]0,v/3/3[ = ]0,tan(w/6)[. Donc (3, v et § sont dans |0,7/6]. Par suite, a € ]0,57/6] ce qui implique

a=—|.
4
Simplifiez o« = arctan(1) + arctan(2) + arctan(3). Donnez une interprétation géométrique.

2+3
1-2x3 3
a et b sont dans |w/4,7/2[, a + b est dans |x/2, 7| et donc a + b = IW Par ailleurs, arctan(1l) = 7/4; nous

pouvons conclure : .

Simplifiez o = arctan(2) + arctan(5) + arctan(8).

» Notons a = arctan(2) et b = arctan(3). tan(a+b) = —1,donca+b=—-n/4 (mod 7). Comme

1 1
313 7/10 7
» Notons a = arctan(2), b = arctan(5) et ¢ = arctan(8). Alors tan(a + b) = 2 T 3 T = 9;10 =3 puis
1— = x>
273
7 1 65
tan(a) =tan(a+ b+ c¢) = —9—8—1 = % =1. Donc a =7n/4 (mod 7). Comme 2, 5 et 8 sont tous trois
1— S~ x =
9 8 12 _
supérieurs a 1, a, b et ¢ sont tous trois dans |7 /4, 7/2[. Donc a+b+c € ]0,37/4[. Nous concluons: (o = 1l
Simplifiez o = 4arctan(1) — arctan( L )
) 239
2
1 1 2t 5
» Notons a = arctan(f) et b= arctan(—). Alors tan(2a) = an(Qa) 5 __ 5 ; puis tan(4a) =
5 239 1—tan®(a) 1 12
25

5 120 1

6 120 119 9239

625 = 19 Observons que 119 4+ 120 = 239... La suite du calcul : tan(a) = % =
g 19 % 239

144
120 x 239 — 119
—_ =1; =7/4 . Mai 1 4
119 X 239 £ 120 : donc a = w/4 (mod 7). Mais 0 < 1/5 < v/3/3, donc 0 < a < 7/6, donc 0 < 4a <

27/3; de méme, 0 < 1/239 < v/3/3, donc 0 < b < /6. Ainsi —7/6 < o < 27/3. Donc [a = 7 /4].

Simplifiez o = arctan(1/2) + arctan(1/5) 4 arctan(1/8).



1 1 7
275 _10_7
» Notons a = arctan(1/2), b = arctan(1/5) et ¢ = arctan(1/8). Alors tan(a+b) = T 19 —g° puis
1--x=- =
275 10
.1
tan(a +b+c) = —%8—1 = %% =1. Donc a = 7/4 (mod 7). Comme 1/2, 1/5 et 1/8 sont tous trois
1Ltz X
9°8 ™
dans ]0,1[, a, b et ¢ sont dans ]0,7/4[ et donc a + b+ ¢ € ]0, 37 /4[. Donc .
Simplifiez ¢ = Z arctan(2k — 1).
1<k<5
143
> o Notons oy, = arctan(2k — 1) ; a3 = w/4 et oy, € |7/4,7/2] pour k € [2,5]. tan(aq +a2) = T-1x3= =—2;
5+ 7 12 —6 —2—-6/17 —40
tan(as + aq) = T 5x7 — 31 = 177 tan(ag + ag + ag + aq) = 1—2><é/17 == = —8. Donc
—8+9 1

tan(y) = T (=9 %9 =3 donc ¢ = arctan(1/73) (mod ).

o oy =m/4; pour k € [2,5], oy € /4, 7/2[; donc ¢ € |5m/4,97/4]. 1 reste & déterminer l'entier k tel que

1
o =a+kn, soit p —a=kr. p —«a €|m,97/4], donc k = 2 et finalement |p = arctan(ﬁ) + 2m|.

Simplifications d’expressions plus générales

Simplifiez cos(arcsin(z)) et cos(arctan(z)).

> o Notons o = arcsin(x) : alors sin(a) = x et « € [—7/2,7/2], donc cos(a) > 0. Alors cos(a) = y/cos?(a) =
1 —sin®(a) = V1 — 2. Ainsi ’cos (arcsin(z)) = V1 —3:2‘.
e Notons o = arctan(z):donc tan(a) = = et a € ]—m/2,7/2[. Alors cos(a) > 0; de 2(a)
cos?(a
1 1
1 + tan®(a) = 1 + 2?, nous déduisons cos(a) = +/cos?(a ——— = ———. Finalement:

1+ 22 V1422

1
V1Fa?|
Simplifiez arccos(—z), sin(arccos(x)), sin(2arccos(x)) et sin(arctan(z)).

» o Notons o = arccos(—z) ; donc cos(a) = —x et o € [0,7]. Alors cos(m —a) =z et m — « € [0,7], si bien
que m — o = arccos(z). Concluons : [arccos(—z) = m — arccos(z)].

cos(arctan(z)) =

e Notons o = arccos(x) ; donc cos(a) = = et a € [0,7]. Du coup, sin(a) > 0, donc sin(a) = y/sin*(a) =
V/1—cos?(a) = V1 — 2. Bref: ’sin(arccos(x)) = m‘

e sin(2arccos(z)) = 2sin(arccos(z)) cos(arccos(z)) ; or cos(arccos(z)) = x; notons a = arccos(z) : nous
aurons cos(a) = z et a € [0,7], donc sin(a) > 0. Alors sin(a) = y/sin?(a) = /1 - cos2(a) = V1 — 22.

Concluons : ’sin(Z arccos(z)) = /1 — xQ‘.

sin(a)

e Notons o = arctan(x); alors a € |—n/2,7/2[ et z = tan(a) = cos(@)’ d’ol sin(a = zcos(a);
cos(a
1
mais cos?(a) = 1+ tan®(a) = 1 + 2%; comme cos(a) > 0, il vient cos(a) = Wipws et donc
i (arctan(e)) = ———
sin(arctan(z)) = ———|.
1+ 22
1
Simplifiez f(x) = arccos( %Sj(f))
1+ cos(ac) 1+ cos(z) 5 1+ cos(x)
> — 2 > 0, donc f(z) € [0,7/2]. Alors cos(f(z)) = — donc cos®(f(z)) = —
soit encore cos(z) = 2cos?(f(z)) — ) = cos(2f(x)). Comme 2f(z) € [0,7] nous pouvons en déduire

2f(x) = arccos(z), et conclure: | f(z) = 5 arccos(cos(:c)) .




| 2

>

>

Simplifiez f(x) = arcsin( 1-1-52m(13)>

1+ sin(z) 1+ sin(z) 1+ sin(z)

€ [0,1], donc f(z) € [0,7/2]; sin(f(z)) = 5 , donc sin®(f(z)) = 5
sin(z) = 2sin®*(f(z)) — 1 = —cos(2f(z)). Or sin(z) = sin(2f(z) — 7/2), avec 2f(z) — 7/2 € [-7/2,7/2].

, soit

Alors 2f(x) — w/2 = arcsin(x), soit finalement |f(z) =

Vi+z—+/1 x)
Vitz+yVi-z)

e Notons f(x) I'expression a simplifier et k(z) 'expression & laquelle est appliquée la fonction arctan. Nous
aurons « € |—7/2,7/2[ et tan(a) = k(x). Cette expression a un sens ssi ¢ € [—1,1]. Notons (§ = arccos(z),
alors 8 € [0, 7] et cos(8) = . Nous aurons /1 +z = /1 + cos(B) = y/2cos2(3/2) = V2 cos(3/2), ceci car
B/2 € [0,7/2]; donc cos(5/2) > 0.

e De méme, /1 —x = /1 — cos(B) = \/2sin?(8/2) = v2sin(3/2), car 8/2 € [0, 7/2], donc sin(B/2) > 0.

V3cos(3/2) — VEsin(B/2) _ cos(B/2) - sin(B/2)
V2cos(3/2) + V2sin(5/2) cos((/2) +sin(3/2)

(arcsin(sin(z)) + 7/2) .

N —

Simplifiez arctan<

Nous

e Rassemblons les résultats obtenus: tan(a) =

pouvons encore simplifier ceci :
cos(3/2 —cos((m — 3)/2)  —2sin(n/4)sin(B/2 —7/4 tan(ﬁ ﬁ)

() = os(B/2 + cos((x — A)/D)  Deos(n/A)cos(B/2—w/4) N4 2

4 2
Or gel0,n] = —pB/2€[-n/2,00 = n/4— (/2 € [-n/4,7/4] C|—7/2,7/2[; comme « € |—7/2,7/2], nous
pouvons affirmer que a = T 3 soit finalement :

4
arctan(\/l +z—+1 —x) _m  arccos(z)
Vvi+zrz++/1—2

4 2

Simplifiez f(x) = arccos(1 — 2z7).

r €Dy < -1<1-222<1 <= -2<-22<0 < 0<22<1 < -1<z<1,donc
Dy =[-1,1].

Notons a = arcsin(z) : @ € [—7/2,7/2] et sin(a) > 0, donc 1 — 222 = 1 — 2sin?(a) = cos(2a). 2a € [, 7]
et f(z) = arccos(cos(2a)). Deux cas se présentent : ou bien 2o € [0, 7] <= « € [0,7/2] < z €[0,1];
alors f(x) = 2a. = 2arcsin(x) ; sinon, 2« € [-7,0] <= «o € [-7/2,0] <= =z € [—1,0[: alors —2a € |0, 7]
et f(z) = arccos(cos(—2a)) = —2a = —2arcsin(z). Résumons:

’ pour tout x € [—1,1], nous avons f(x) = 2|arcsin(z)| = 2arcsin(|z|) ‘

2
Simplifiez f(x) = arctan(%).
-z

» Dy =]—00,—1[U]-1,1[U]1,+oo]. Il est clair que f est impaire. Notons o = arctan(z):a € |—n/2,7/2]

2v  2tan(a)
1—22  1-—tan?(a)
f(z) € ]=m/2,7/2]. Ceci nous ameéne & envisager trois cas:
er<—1 <= a<-—7/4 <= 2a < —7/2;alors f(x) = 2arctan(z) + 7 ;
e —l<zr<l << —7w/d<a<w/4:alors f(x)=2arctan(z) ;
ex>1 << a>n/4 < 2a>w/2; alors f(z) = 2arctan(z) — .

Simplifez f(z) = arcsin (236\/1 - x2>.

= tan(2a), d’'ott f(z) = arctan(tan(2a)) 20 (mod ) et donc

et tan(a)) = z. Donc

» 11 est clair que Dy = [~1,1]. Notons a = arcsin(x), alors sin(a) = z, donc V1 — 22 = 4/1 —sin?*(a) =

cos?(a) = cos(a), ceci car cos(a)) = 0. D’ou 2zv1 — 22 = 2sin(«) cos(a) = sin(2a)). Comme 2« € [—7, 7],
nous distinguons trois cas de figure :
2 ¢ [-m,—7/2[ &= «¢€ [-7/2,—7/4] <= sin(a) =2 € [-1,—V2/2[. Alors —7 — 2a € |—-7/2,0],
donc f(z) = —m — 2arcsin(x) ;
020 € [-7/2,7/2] &= ac[-7/4,7/4] <= x€[-V2/2,v2/2]; alors f(z) = 2arcsin(z) ;
e2a € /2,7 <= a€ln/d /2] <= x € ]V2/2,1];alors 7—2a € [0,7/2[ et donc f(z) = m—2arcsin(x).



Simplifez tan(arcsin(z)) et tan(arccos(z)).

> e arcsin(x) est défini pour x € [—1,1], et appartient &

[-m/2,7/2]. tan(arcsin(z)) n'est défini que si
arcsin(z) ¢ {—n/2,7/2}, ce qui revient & imposer z € ]—1,1[. Notons « = arcsin(z) : alors sin(a) = z, donc
cos?(a) =1 —2?; a € ]-n/2,7/2[ donc cos(a) > 0, et cos(a) = v/1 —22. Dot tan(arcsin(z)) = tan(a) =

x
V1—a?
e arccos(z) est défini pour z € [—1,1], et appartient & [0,7]. tan(arccos(z)) est défini ssi arccos(z) # 7/2,
soit # € [~1,0[U]0,1]. Notons a = arccos(z) ; alors cos(a) = z, donc sin?(a) = 1 —22; a € [0, 7/2[U]7r/2, 7]
s V1—2a2?
donc sin() > 0 et sin(a) = v/1 — 2. Nous en déduisons tan(arccos(z)) = tan(a) = ———.

x

Simplifiez f(x) (1 - “’2)
1mpii 7 —= ar S| ——= ] .
P e X arccos 1 + x2

1— 22 o . , —4x
prrm s est définie sur R et paire; ¢'(z) = s

décroissante sur [0, +oo. Il est clair que ¢(x) € |—1, 1] pour tout réel = ; donc Dy = R.

< 0 pour z > 0. f est donc strictement

1— 2 1—t 2 2 a2
Notons o = arctan(x): o € |—7/2,7/2[, et tan(o) = x. Donc $2 = an2(a) . (a Sl_n 2(&) =
1+ 1+tan®(a)  cos?(a) + sin”(«)

cos(2a). Donc f(z) = arccos(cos(2a)). Distinguons deux cas de figure:

e 2a €0, < a€[0,7/2[ < z >0;alors f(z) = 2a = 2arctan(z) ;
e 20 €]-m0] < ac]-7/2,0] <= z <0;alors —2a € ]0,7][ et donc f(x) = —2a = —2arctan(x).

e Nous pouvons résumer ceci par ’f(:c) = 2arctan(|z|) ‘

e Figure absente : & vous de la retrouver !

1
Simplifez f(z) = arccos(x) + 2 arctan( tz)
Clairement, f est définie sur [—1,1[. Notons a = arccos(x):alors z = cos(a), avec a € ]0,7]. D’ou

1 1 2 cos?(ar/2 —
+r + cos(w) _ Cf)S (a/2) = cotan?(a/2) :tanz(g _ %) :tanz(%).

l1—z 1-—cos(e) 2sin?(a/2)
—a) > 0. Donc: f(z) = oz+23rctan(”¥) =a+2x

1 2 1 2
X =

— + X
VIt 1+ [ Ltz (1—x)2

Or a € ]0,7] =
T—a

2

€ [0,7/2] = tan(ﬂ

= T.

Autre méthode: f est dérivable sur |—1,1] et: f'(z) =

1 1—2)v1-— 1 1
(1-2) L + = 0. Donc f est constante sur |—1,1[; par coninuité,

— + =
Vi+a22 (1-2)2/1+x VI+z2 V1 -—22

elle Pest sur [—1,1]. Sa valeur constante est (par exemple) f(z) = arccos(0) 4+ 2 arctan(1) = g +ox T =7

4
Vi—a?
(Y5

Simplifiez f(x) = arctan

e f(x) a un sens pour z € [—1, 1] — {0}. Notons @ = arccos(z), avec donc « € [0, 7] — {n/2}; sin(a) > 0,
V1-— xQ) sin(a)
— ) = arctan(

x cos(a)

donc V1 — 22 = /1 — cos?(a) = sin(a), si bien que arctan(

(=)

) = arctan(tan(a)).

e Pour « € [0,7/2[, nous avons x € ]0,1] et donc arctan = a = arccos(z).

e Pour « € |7/2, 7], nous avons x € [—1,0[ et donc arctan = o — 7 = arccos(z) — .

(=)

Simpifiez f(z) = arctan( HOb(x))

1+ cos(z)



» o Il est clair que f(z) est défini ssi cos(x) # —1: en effet, nous aurons

1 — cos(z)
1+ cos(x)

> 0. De plus, 1;22252 =
2sin?(z/2)
2cos?(x/2)
e Ainsi:z € |—7 + 2km, 2kn[ = x/2 € |-7/2 + km, kx| = tan(z/2) < 0 = f(z) = arctan(— tan(z/2)) =
—arctan(tan(z/2)) = —(x/2 — kr) = kw — /2 ceci car ©/2 — kr € |]—7/2,0[ C |-7/2,7/2].

e De méme z € [2km, (2k + 1)7[ = x/2 € [km, kr + 7/2[ = tan(x/2) > 0 = f(z) = arctan(tan(z/2)) =
x/2 — km; ceci car x/2 — kw € [0,7/2[ C |—-7/2,7/2].

= tan®(z/2) donc f(z) = arctan(|tan(z/2)]).

e Notons que x € |—-m,7[ = f(z) = |z/2|. De plus f(z) = f(x — 2kw); comme k = Vj;—ﬂJ, nous
T
1
aurons 2km < x + 7 < 2(k + 1)w, donc —7 < & — 2km < w. Finalement : f(z) = i‘x - Q{x;WJWJ pour
™

x ¢ {m+2kn|keZ}.
Simplifiez f(x) = arccos(4z3 — 3x), apres avoir déterminé 'ensemble de définition de f.

e Notons g : # € R+ 423 — 3z. Alors ¢'(x) = 1222 — 3 = 3(42% — 1). Comme ¢ est impaire, il suffit de
dresser son tableau de variation sur Ry ; comme g(1) = 1, il est clair que g(z) € [-1,1] ssi « € [-1, 1], donc
Dy =[-1,1].

e Notons alors a = arccos(z) ; donc cos(a) = z et /alpha € [0,7]. Alors 42 — 3x = 4 cos®(a) — 3cos(a) =
cos(3a), donc f(x) = arccos(cos(3a)). Ceci nous amene & distinguer trois cas de figure.

o € [0,7/3], soit x € [1/2,1]; alors 3a € [0, 7] et donc f(x) = 3a = 3arccos(x).

o o € ]m/3,2m/3[, soit x € |—1/2,1/2[; alors 3« € |, 2w[, donc f(x) = 27 — 3o = 27 — 3arccos(x), ceci car
21 — 3a €10, 7] C [0, 7).

e o € [27/3, 7], soit x € [-1,—1/2]; alors 3a € 27,37, donc f(x) = 3a — 2w = 3arccos(z) — 27 ; ceci car
3a —2m € [0, 7).

Simplifiez f(x) = arctan(x/l + 2% — x)
» Notons o = arctan(z) ; alors tan(a) = x et a € |—7/2,7/2[. Nous aurons /1 + 22 —x = 1/1 + tan?(a) —

1 sin(a) )
tan(a) = (o) tan(a) = cos(a)  cos(a) ceci car cos(a) > 0.
1 i 1- 2 — 2sin® (/4 — /2
Pousuivons le calcul : _ sin(a) = cos(r/2—a) _ sin’ (/4 = /2) = tan(n/4 —

cos(a)  cos(w) sin(m/2 —a)  2sin(n/4 — a/2)cos(n/4 — a/2)
@/2). Or —m/2 < a<m/2= —n/4< —a/2<7/4=0<7/4—a/2 < m/2; donc arctan(tan(m /4 — a/2)) =
arctan(z) 7w  arctan(x)

. Concluons : | f(x) = 1 5

2\/5>?

Pour z > 0, quelle relation lie arctan(ﬁ) et arcsin(1

w/d—a/2="7/4—

2
e Notons o = arctan(y/z) ; alors tan(e) = \/z, avec a € [0,7/2]. Alors

Ttz sin(2ar), avec 2« € [0, 7].

Ceci nous amene a distinguer deux cas de figure.

2V

e0<z<1=ac0,n/4 = 2ac[0,7/2] = arcsin(sin(2a)) = 2c, donc arcsin(l n ) = 2arctan(z).
x

er>1= aclr/4n/2] = 2a € ]r/2,7] = arcsin(sin(2e)) = 7 — 2a; donc arcsin(sin(2a)) = 7 —
2 arctan(z).

Résolution d’équations

2
Résolvez dans R I’équation arcsin(x) + arcsin(2z) = ?ﬂ
Les solutions éventuelles sont & chercher dans lintervalle [-1/2,1/2]. Notons que f : z € I —

arcsin(x) + arcsin(2x) est cpntinue et strictement croissante, donc réalise une bijection de [—1/2,1/2] sur
[f(=1/2), f(1/2)]. Observons que f(1/2) = arctan(1/2) + arctan(l) = /6 + 7/2 = 2m/3; ceci suffit pour

. . . . . 27
conclure, par un heureux hasard : ’équation possede une et une seule solution, qui est .



Résolvez dans R I’équation arctan(z) + arctan(2z) = /4.

» Notons f : = € R+ arctan(x) + arctan(2x) : cette fonction est définie, continue et strictement croissante

sur /R; quand z tend vers +oo (resp. —o0), f(x) tend vers 7 (resp. -m). f réalise donc une bijection de
R = ]—o00,00[ sur lintervalle |—7,nw[; comme 7/4 appartient & cet intervalle, nous pouvons affirmer que
I’équation possede une et une seule solution.

tan(arctan(z)) + tan(arctan(2z)) x4+ 2z 3x
Nous avons tan(arctan(z) + arctan(2z)) = T~ tan(arctan(s)) tan (arctan(2z)) =9 = 1o

# = tan(w/4), soit

=1, qui se raméne & 222 + 3z —1;

-3 VIT 34 V1T

4 4
-3+ /17
—

Il nous reste donc a résoudre 1’équation 1222
-2z

le discriminant est § = 32 —4 x 2 x (—=1) = 17 > 0; les solutions sont z; = )

Observons que zs < 0 n’est certainement pas solution ; donc la solution de notre équation est

Questions diverses

Pour x € R, établissez la relation arctan(z + 1) — arctan(z) = arctan<7)
) 14 x4 a2

de la suite de terme général S,, = Z T e et calculez sa limite.

0<k<n

. Prouvez la convergence

1) — 1
e 1+ + 2 # 0 quel que soit le réel z. tan(arctan(z + 1) — arctan(z)) = fjﬁ[ l_ 1)56 = 1T 52 donc
r+ 1)z T+

) (mod 7). Mais  + 1 > z, et arctan est croissante, donc

1
arctan(z 4 1) — arctan(z) = arctan(i
(+ 1) — arctan(z) e
arctan(z + 1) > arctan(z) quel que soit le réel z. Par ailleurs, il est clair que arctan(z + 1) — arctan(x) < 7.

Enfin, 1 + 2 + 22 > 0 quel que soit le réel z, donc arctan( est dans lintervalle |0, 7/2[. Nous

1+ 1+ x2)
pouvons alors conclure : arctan(z 4+ 1) — arctan(z) = arctan(i).

14z + a2
1 1 1 1

1
k+k2) SEFR Rkt F ktl

) < arctan (

1
Pour tout k € N*, t (7
® [our tou nous avomns arctan 1 n k n k‘2

1 1
Notons up = Pl ; par télescopage, nous avons Z up = 1 — —— ; donc la suite de terme général
n

1
1<k<n +

T, = E uj, converge vers 1.
1<k<n

Alors S,, = Z arctan(ﬁ) =

0<k<n 0<k<n
7
Sp = arctan(n + 1) ; donc |S,, —— —|.
n—oo 2

(arctan(k + 1) — arctan(k)) ; un télescopage nous donne

Tracez la courbe représentative de f : x + arcsin (sin(x)).

f est définie sur R, continue, impaire et 2w-périodique. Etudions f sur lintervalle [0,7]:nous avons
sin(f(z)) = sin(z), donc f(z) = (mod 27) ou f(z) =7 —x (mod 27); de plus f(z) € [-7/2,7/2]. Si
x € [0,7/2], alors f(x) = z;six € |n/2,7], alors m —x € [0,7/2[ et donc f(x) = w. La courbe représentative
est «en dents de scie».

, 1

Etudiez la fonction f : & — arccos(cos(z)) + 5 arccos (cos(2x)).

o Il est clair que Dy =R, que f est paire et 2m-périodique. Nous I’étudierons sur Uintervalle [0, 7].

e z € [0,7] = arccos(cos(z)) = z. Comme 2z € [0, 27], nous distinguerons deux cas de figure:

e 1 €[0,7/2] = 2z € [0, ] donc arccos(cos(2z)) = 2z et f(z) = 2x;

ez €]m/2,7] = 2z €]m, 27] = arccos(cos(2z)) = 2w —2x ; ceci car 27 — 2z € [0, w[ et cos(2m —2z) = cos(2z),
et donc f(x) = .

La courbe représentative de la restriction de f & 'intervalle [0, 7] se compose de deux segments de droite :
I'un menant du point (0,0) au point (7/2,7) ; autre du point (7/2,7) au point (7, 7). Le tracé s’en déduit
immédiatement, grace a la parité et a la 2w-péridocité.



2 —22—1
Exprimez 3 = arctan(%) en fonction de a = arctan(x).
T T —

» tan(a) = z implique:

22 -2z -1 tan?(a) — 2tan(a sin?(
22+2x—1  tan?(a) + 2tan(a sin?(a) + 2sin(a) cos(a) — cos2(a)

—cos(2a) —sin(2a)  cos(2a) + sin(2a) 1+ tan(2«)
— cos(2a) + sin(2a) B cos(2a) — sin(2a) T 1- tan(2a)
ceci sous réserve que cos(2a) soit non nul, ce qui revient a dire que « n’est pas égal & £7/4 modulo . Ainsi
tan(mw/4) + tan(2«)

a) — 2sin(a) cos(a) — cos?(a)

-1
.

s s
tan(8) = = tan(J + 2a). Done tan(r/4) = T +2a modulo .
an(() T tan(n/1) x tan(2a) an( 7 + 2 onc tan(mw/4) 1 + 2a modulo 7
377 om . « g .
—m/2<a<7/2= 7 < 1 + 20 < i ce qui amene a distinguer trois cas de figure :
3 3 3

° —£<£+2a<—g,soit —g<a<—g,soitx:tan(a)<—§=—1—\@;alorsﬁ=%+2a+w=
2oz+5iT

4

3
o —g < %—&— 2a < g, soit —% <a< g7 ou encore = tan(a) € ]—tan(37/8),tan(w/8)[, soit = €

]—1 =2, —1 4+ v/2[. 1l vient alors 3 = 2a + % Ceci reste valable pour a = —%.
5 3
. g < %+20¢ < %, soit % <7Toz < g, d’ott z = tan(a) > tan(%) = —1+V2;alors 8 = Z+2a—7r = 204—%.
Ceci reste valable pour a = 1
[Trigo-2] Composé le 11 novembre 2010



