Un exercice de calcul avec des produits vectoriels et des produits mixtos‘

Enoncé

e On rappelle la relation m (u,v,w) = (u A v) - w définissant le produit vectoriel, ainsi que la formule du
double produit vectoriel (u Av) Aw = (u-w)v — (v - w)u.
e Soient a, b et ¢ trois vecteurs de R?. Donnez des expression simples des quantités suivantes :

L4 ql _m( +b,b+C,C+a);

m(aAbbAc,cha);

q3 =m((a+d)A(a+c),(b+c)A(b+a),(c+a)A(c+D));
ga=m((aAD)A(anc),(bAc)N(bAa),(cAha)A(cAb));
gs=m((aAb)+ (anc),(bAc)+ (bAa),(cAa)+ (cAD)).

Solution

e Par multilinéarité, nous obtenons :
¢1 =m(a,b,c)+m(a,b,a)+ma,cc)+ma,ca)+m(bbc)+m(bba)+m(bcc)+m(,ca)
Dans le membre de droite, six termes disparaissent par alternance. Il reste ¢; = m (a,b,¢) + m (b, ¢, a), soit
’ql = 2m(a,b,c)‘.
e Autre méthode : on ne change pas le produit mixte en ajoutant & I'un des vecteurs une combinaison linéaire
des autres.
g=m2a+b+c),b+c,c+a)=2m(a+b+c,b+c,c+a)=2m(a+b+c,—a,—b)
=2m(a+b+c,a,b) =2m(a,b,c)

e Par définition, go = ((a Ab) A (bAc)) - (¢ Aa). Appliquons la formule du double produit vectoriel avec
u=a,v=betw=>bAc;il vient:

(aAb)A(bAC)=(uAv)Aw=(u-wv—(v-wu=(a-(bAc)b— (b-(bAc))a
=m(a,b,c)b—m(b,b,¢)a =m/(a,b,c)b
Reportons ce résultat : g2 = m (a,b,¢)b- (¢ Aa) =m(a,b,c)m (b, c,a) = |(m(a,b, c))2
e Notons u =a+b, v =b+ c et w = c+ a et utilisons I'alternance du produit mixte :

g3 =m(uANw,vAu,wAv)=m(—(wAu),—(uAv),—(vAw))

=—mwAu,uAv, v Aw)=—m (uAv,vAw,wAu)
Avec le résultat de la question précédente, g3 = —(m (u,v, w))2 = —(m(a+bb+cc+ a))2. Avec
I’expression de ¢, il vient ’qg = 74(m (a,b, c))z‘.

e Notons u =aAb, v =>0Acet w=cAa. En utilisant I’antisymétrie du produit vectoriel et ’expression de
q2, nous obtenons :

@a=muA(—w),vA(—u),wA (—v) =m(wAu,uAv,v Aw) =m(w,u,v)*> =m(u,v,w)’

En utilisant une deuxiéme fois I'expression de g3, il vient ’q4 = (m (a,b, c))4‘.

a
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e Autre méthode : la formule du double produit vectoriel donne (aAb)A(aAc) = (a-(aNc))b— (b-(aAc))
m (a, b, ¢) a ; par raison de symétrie, (bAc)A(bAa) = m (b, c,a) b =m (a,b,c)bet (cAa)A(cAb)) =m (c,a,b)
m (a, b, c) c. Par trilinéarité, nous obtenons g4 = (m (a,b, c))3 m (a,b,c)...

e Notons u =aAb, v =0bAcet w=cAa. En utilisant antisymétrie du produit vectoriel, nous obtenons
g5 = m (u —w,v — u,w — v) ; mais les vecteurs u — w, v — u et w — v sont liés (leur somme est nulle). Donc
g5 = 0.

e Autre méthode: ajoutons a A a au premier facteur, b A b au deuxieme et ¢ A ¢ au troisieme. Il vient
gs =m(an(a+b+c),bA(a+b+c),cA(a+b+c)). Sia+b+c= 0, alors g5 = 0 banalement ; sinon,
les trois vecteurs qui interviennent dans le produit mixte sont dans le plan orthogonal a a + b+ ¢, donc sont
liés si bien que ¢5 = 0.
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