Coniques: définition bifocale

Ellipse: définition bifocale

2 2

Soit R = (0514, j) un repere orthonormé. Notons € Dellipse d’équation dans le repere R. Nous montrons

it
que & est exactement ’ensemble des points M (x,y) vérifiant M F + MF’ = 2a, ou F et F’ sont les foyers de £.
Notons ¢ = Va2 — b2; les foyers de &£ sont les points F(c,0) et F’'(—c,0).

Nous avons:

MF + MF' = 2a (MF + MF')? = 4a*

(z—c)?+y*+(@+e)?+y*+2MF - MF' = 4a®

2% + 2% + 22 + 2MF - MF' = 4a?

MF -MF' =2a> —¢® — 2% — ¢

(MFMF/)2 _ (a2+b2 _.T2 _y2)2

(22 = 2cx + A + %) - (2% 4 2cx + 2 + y?) = (a® + b* — 2% — ?)?

(22 + 2 + )% — 4c22? = (a2 + b2 — 2? — )2

(22 12 + )2 — (a® 4+ b2 — 22 — y?)2 = dc2a?

(a® + %+ %) - (202 + 2% 4+ ¢* — a® — V) = 4c*2?

2a% - 2(z? + y* — b?) = 4c2a?

a2z + a2y? — a®? = 2a? = (0 — )a? + ay? = a2b?
2 42

2,2 2,2 _ 22 _
b*z* 4+ a”y” = a’b <:>¥+b7271
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Il reste a prouver que I'implication de la cinquieme ligne est en fait une équivalence. Observons que, a la derniere
ligne, 2% < a? et y2 < b?; donc la quantité a® + b2 — 22 — y? est positive, ce qui termine la preuve.

Méthode du jardinier: on plante un piquet en chacun des foyers. On les relie par une corde de longueur 2a. On
utilise un troisieme piquet pour tendre la corde; en faisant glisser ce piquet le long de la corde, on trace une
demi-ellipse.

La méthode de la bande de papier

Les deux triangles sont proportionnels. Ceci Y

. T X
nous donne les relations — = et
a

v v a+b
—¥ = ——, dont nous déduisons aX =
a a+b
(a+b)x et bY = (a+b)y. Avec le théoreme de y M
11;‘2 y2 X2
PYTHAGORE, il vient — + & = ——— +
a2 v (a+b)?
Y2
1.

(a+b)2 T X

Ellipse: formulaire

a est le demi-grand axe; b est le demi-petit axe;

c est la demi-distance des foyers; on a a? = b? + x=uacos(t) | y=bsin(t) | 0<t <27
c?; lexcentricité est c¢/a; les directrices ont pour 1= u? _ 2bu 5
équations z = 4a?/c. Le tableau ci-contre présente = al 4 2 y= 1+ w2 ul <7/

deux paramétrages.
Interprétation du parametre t: soit M (z,y) € &, de parametre t; le point M'(z, ay/b) est sur le cercle principal

de Dellipse; t est 'angle entre les vecteur ¢ et OM’.
L’aire de ’ellipse est mab. La longueur de l’ellipse ne peut pas étre exprimée simplement en fonction de a et b;

elle est donnée par la série
1\2 1.3\2¢4 1-3.5\2¢6
(1= ()= ()5 - G5 -
2 2-4/) 3 2-4-6/ 5




Hyperbole: définition bifocale

2

x
Soit R = (0;i,5) un repere orthonormé. Notons H I'’hyperbole d’équation —;

2

— y—2 dans le repere R. Nous

montrons que H est exactement 1’ensemble des points M (z,y) qui vérifient [M F — M F’'| = 2a, ou F et F’ sont

les foyers de H.

Notons ¢ = va? + b?; les foyers de H sont les points F'(¢,0) et F'(—c,0).

Nous avons:

|MF — MF'| = 2a (MF — MF')? = 4a®

MF -MF' = —2a® + 2% + ¢
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p22? — a?y? = a

(MF - MF")? = (¢ — 2a® + 2° 4 9?)?
(2 = 2cx + A+ %) - (2% 4 2cx + 2 + y?) = (2 — 2a% + 22 +9?)?
(2 + 9% + A)? —4c%2? = (® — 2a® + 2% + ?)?
(@2 412 + ) — (2 — 2% + 22 +12)? = 4c%a?
20 - (227 + 2y° + 2¢% — 2a%) = 4¢?

a (B + P+ = = (P —c

{,C2

=1

(x—c)?+y 4+ (x+e)?+y* —2MF - MF' = 4a®
222 + 2% + 2¢* —2MF - MF' = 4a?®

222 4 a2y? = —a2b?

Il reste a prouver que 'implication de la cinquieéme ligne est en fait une équivalence. Observons que, dans la
quantité ¢ — 2a2 + 2 + 32, c® et 22 majorent a?; donc cette quantité est positive, ce qui termine la preuve.

Hyperbole: formulaire

a est le demi-grand axe; b est le demi-petit axe; c est la z = ach(t) y = bsh(t) IeR
demi-distance des foyers; on a c? = a? + b?; D'excentricité wr 1 ]

est c/a; les directrices ont pour équations z = +a?/c. Les r=a— y=> 2w w>0
asymptotes ont pour équation ay = zbx. Une hyperbole __4a y = btan(u) | |t| < /2
est équilatere si ses asymptotes sont orthogonales; ceci se cos(u)

produit lorsque a = b; dans ce cas, 'excentricité est v/2. = al + v’ 2 o] < 1
Le tableau ci-contre présente trois paramétrages. — e | VT

Equations des directrices dans le repére canonique

AF ¢
Pour lellipse: OA = F=c —-
our l'ellipse: O a, O © 10a
a
c

Pour ’hyperbole: cette fois, OQ2 = OA — AQ =a — M ——
c c

FIN
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a—c)

; donc AQ = YAF = M,puis OQ:OAJrAQ:aJrL:
c c c
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