Exercices corrigés de combinatoire

Ceci est le premier jet d’un recueil d’exercices de combinatoire, presque tous corrigés. Il doit trainer pas mal de
coquilles, n’hésitez pas a me les signaler!

Question 1 Donnez une expression simple de g k- kL
0<k<n

Solution 1 Un télescopage nous donne facilement le résultat : toute I’astuce consiste & écrire k = (k+1) —1;
il vient, avec un changement d’indice a ’avant-derniere étape:

Sokekl = > (kD) =1)-k= > (k+DE - > k=Y (k+1)I— D K

0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n
= E k! — E El=(n+1)!-1
1<k<n+1 0<k<n

Remarque: si 'on manque d’idées, on peut <aller a la péche>, en regardant les premieres valeurs, qui sont 0,
0, 1, 5, 23 et 119.

Question 2 Quel est le plus grand terme dans le développement de Z <Z> 3kpnk?
0<k<n

L est égal a:

40
Solution 2 Pour k € [[0,40], notons ay, = (k ) Pour 0 < k < 39, le rapport i
(klfl)3k+15397k
(4k0) 3k 540—k
3(40 — k) —5(k+1) 115 —8k

Qg 5(k+1) 5k +1)°
Observons que 115 — 8k > 0 pour k < 14, et 115 — 8k < 0 pour k > 15. Il nous reste donc a comparer

_ 40 1525 _ 40 1426 .
a15—<15>3 5 eta14— 14 375577

(40) « 315 5 525 40! x 315 x 525
a5

kl(40 — k)! 3(40 — k)
(k+D!39—k)!  5k+1)

3
=-x
5

Ok+1

Nous en déduisons —1=

15 15! x 25! _315><525><14!><26!_3><26_78>1
ag (40 L 3l 5 526 T 40! x 31 x 520 T 314 526150 x 25! 5x 15 75
14 14! x 26!

Donc a5 > aq4: le plus grand terme est aqs.

. . . n . . , s
Question 3 Donnez une expression simple de Z k ( ) . Vous disposez d’au moins quatre méthodes différentes.
0<k<n
n! n! n-(n—1)

. , . ny o o
Solution & Méthode 1: pour k > 1,nousav0nsk(k) _kxk!(n—k)! = CESVICES] = G D=1 (k=1

n(z 1) . Nous en déduisons, avec un changement d’indice : E k (Z) — § n(z 1) —n Z (Z 1) _
- 1<k<n 1<kgn - Gt =

-1
n E (n i ) = nan—1

0<k<n—1

Méthode 2: En dérivant la relation (1 + )" = Z <Z> 2* nous obtenons n(1 4 2""! = Z k(:) a1t

0<k<n 1<k<n

n
En remplacant x par 1, il vient Z k( k> = n2""!. Bien entendu, la formule reste valide en démarrant la
1<k<n
sommation a 0.



n n
Méthode 3: avec un changement d’indice, nous avons k = k = 0<p<nn—
¢ 1<zkén <k> 0@271 (k> Z 3 (

p)(ﬂp) = Zospsn(n—p)@) = Zospsnn(;f) —Zospsan) donc 2 3" (Z) =

1<k<n
n Z (n> =n2""!: finalement, nous obtenons Z k(:) =2n 1
p

o<psn 1<k<n
Méthode 4 : nous terminons par une méthode purement combinatoire (un double décompte). Plus précisément,
nous allons compter de deux fagons différentes le nombre de fagons de choisir un couple (A, z) o A est une
partie non vide de [1,n], et z un élément de A.
La premiére facon de procéder consiste & fixer p € [1,n], puis & choisir une partie A non vide de [1,n], puis

enfin & choisir z € A; pour p fixé, il y a p(Z) . le nombre total de choix est donc Z p<n>

1<pen
La deuxieme fagon consiste & choisir « € [1,n], ce qui peut se faire de n facons différentes; puis & compléter
{x} par une partie quelconque de A — {z}: ceci peut se faire de 2"~ ! facons. Il y a au total n2"~! choix.

Nous concluons : Z k Z =n2" L

1<k<n

2
Question 4 Donnez une expression simple de E ( k) .
0<k<n

Solution 4 Nous proposons deux solutions différentes.

2
Méthode 1: le coefficient de 2™ dans le développement de (1 + )" est ( n> Mais (1+2)*" = ((1 +x)”)2 =
n

2 2
ny k\ . . s n n B n
( g <k>x > ; donc ce coeflicient est égal a E (k) (n B k) = E (k) .

0<kgn 0<kgn 0<kgn
Méthode 2: soient A et B deux ensembles disjoints, de méme taille n. Le nombre de n-parties de AU B

2n
est < ) Mais, pour chaque k € [0,n], nous définissons une n-partie de A U B en choisissant k éléments
n

dans A et n — k éléments dans B. En sommant les n + 1 termes de la forme (Z) ( " k)’ nous obtenons
n —

0<k<n k "
Question 5 Donnez une expression simple de Z -

P P (n— M)k 1)

0<k<n
1 1 1)! [

Solution 5 Nous avons = X (n+1) = (kH) T Il vient alors:

m—Rlk+1)!  n+) " m—k)lk+D)  (n+l)

2 (n—k:)!l(k:—i—l)! B (n—ll—l)' 2 (Zﬁ)miw 2 (n;ﬂH)

0<k<n T 0gkgn 1<k<n+1
B 1 n+1 n+1\) 2"t -1
- (n+1)! k 0  (n+1)!

Question 6 Donnez une expression simple de Z (fl)k (Z)
0<k<n

Solution 6 Nous proposons deux solutions différentes.

Méthode 1: la formule du bindme nous donne (1 — z)" = Z (—z)k (Z) En remplacant z par 1, il vient
0<k<n

n
Z (—1)’“ (k) =0, sauf pour n = 0: dans ce cas, la somme est égale a 1.
0<kn




Question 7 Donnez une expression simple de Z (_1)kk<k)
o<k<n
Solution 7 Reprenons l'idée de l'exercice précédent, qui consiste a dériver membre a membre la relation

(1-z)" = Z (—z)* (n) 1l vient —n(1 —z)"" ! = Z —k(—x)Ft (n) En remplagant & nouveau z par 1,

k k
0<kn 0<kn
nous obtenons Z (—l)kk‘(k> =0, sauf si n = 1: dans ce cas, la somme est égale a 1.
1<k<n

n
Question 8 Donnez une expression simple de E —
k+1
0<k<n
n—1

Solution 8 Méthode 1: pour k£ > 1, nous avons la relation k(Z) = n(k 1

(k+ 1)(”+ 1) = (n+ 1)<Z), puis ) _ (1) 1 it

> ; nous en déduisons

k+1 k+1 n+1"

n n+1 n+1 _
3 k(k)lz 3 (,mz: 11 3 (n;{i—l)z 1 ( 3 (nzl)_1>:2 1
ocken T oken ' T n+l Gz 1\ i n+1

Question 9 Soit p € N. Montrez que la suite de terme général converge vers

b
npP
| _ . _ _ _
Solution 9N0usavonsL:L:lxnx(n 1) x ><2><1:an 1><n 2”.n p—&-l.
P pl(n—p)nr p np p! n n n

H .

n

b1 1 2 -1
Ce que nous pouvons écrire Q ==X (1 — —) X (1 — —) X o (1 - L) Or, pour tout k € [1,p — 1], la
n?  pl n n n

k

quantité 1 — — converge vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Les facteurs de ce type sont en nombre fini (& savoir
n

n

(3) 1

p — 1), donc leur produit converge vers 1. Concluons: — —.
nP n—oo pl

n
Question 10 Donnez une expression simple de Z k(k—1) < k:) . Au moins deux méthodes sont envisageables.
0<k<n
Solution 10 Nous proposons trois solutions différentes.

Méthode 1: observons que les termes d’indices 0 et 1 sont nuls. Pour & > 2, nous avons k(k — 1) (n) =

k
k(k — 1)n! n! (n—2)! B n—2

ey R T ey T R U O oy L) WA

sommer ces termes; il vient: Z k(k—1) (Z) =n(n—1) Z (Z B ;) =n(n—1)2""2

0<k<n 0<k<n—2

. Nous pouvons maintenant

n
Méthode 2: dérivons la relation (1 + z)" = Z (k) 2%, il vient (en omettant le terme d’indice zéro):
0<k<n

n(14+x)" ! = Z k(:) 2*=1; en dérivant une deuxiéme fois, nous obtenons n(n—1)(1+z)" "2 = Z k(k—
1<k<n 2<k<n

1) (Z) 2¥72. En remplacant = par 1, nous obtenons n(n — 1)2"~2,

Méthode 3: nous allons compter les triplets de la forme (x,y, A), ot x et y sont deux éléments distincts
de [1,n] et A est une partie de [1,n] contenant x et y. Fixons A, de taille au moins 2; choisissons dans A

n
deux éléments x et y distincts; le nombre de choix possibles est Z k(k—1) ( k)' Nous pouvons aussi fixer
2<k<n
x € [1,n], puis y € [1,n] et distinct de x, puis une partie B de [1,n] ne contenant ni z, ni y. Nous vérifions
facilement que ceci peut se faire de n(n — 1)2"~2 facons différentes.




Question 11 Donnez une expression simple de S,, = Z .
1<k<n (k—l)
k-nl E—1Dl(n—-Fk+1)!
Solution 11 S, = n ><( Jn +1) =n-—k+1; donc S, = Z(n—k—I—l).Avecle
kl(n — k)! n!
1<k<n
1
changement d’indice k' =n — k + 1 il vient S,, = Z kK = n(nT—l—)
1<k’'<n
Question 12 Soit n € N. Déterminez min k!(n — k)!, puis max (n)
0<k<n o<k<n \ k
k+1Dl(n—Fk—=1)! k+1
Solution 12 Notons ay = k!(n — k)!; alors kbl _ (k+ Di(n ) _ bt done L q —
ay El(n —k)! n—k Qg

E+1—-(n—k) 2k+1-n
n—k T on—k
arpr _ 2(k—p)
oy, n—=k
pour k > p. Le minimum est donc atteint simultanement pour k =p et k = p+ 1, et il est égal a p!(p + 1)L

o 2(k — 1
e n = 2p: alors A ( p)k+ est strictement négatif pour k < p, et strictement positif pour k& > p.
L n —

Donc le minimum est atteint lorsque k = p, et il est égal a (p!)2.

. Distinguons deux cas de figure:

en=2p+1: alors est strictement négatif pour k < p, nul pour k = p, et strictement positif

n 2 1)! n
Des résultats précédents, nous déduisons que max = w lorsque n est impair ; et que max =
o<k<n \ k pl(p+1)! o<k<n \ k
(2p)!

(p})?

-1 -1
Question 13 Pour n et k fixés, avec 1 < k < n, résolvez dans R I'équation % — <Z)x+ (Z 1) (n & ) =0.

Solution 18 Comme (Z) = (";1) + (Zj), I'équation s’écrit x2 — ((”;1) + ("_1)) + (";1) (Zj) = 0. Les

solutions sont manifestement (";1) et (Zj)

lorsque n est pair.

—k
Question 14 Soient n et p deux naturels, avec 0 < p < n. Prouvez 1’égalité Z (—1)’C <Z> <n k) =0.
p—
0<k<p

Solution 14 A REDIGER!

n\ (n—k n
Question 15 Soient n et p deux naturels, avec 0 < p < n. Prouvez 1'égalité Z =2? .
k)\p—k p
0<k<p
Vous disposez d’au moins trois méthodes différentes.

Solution 15 Méthode 1: (Z) (Z:Z) - (Z) (Z) donc::
2 W6 -2 06-0).2 6)-C)

Méthode 2: 27 (Z) est le coefficient de 2 dans le développement de (1+2z)"; mais (1+2z)" =14+z+2)" =
Zogkgn (Z)xk(l + 2)"7F. Le coefficient de zP~* dans le développement de (1 + x)"~% est (Z::) : les termes

d’indice k > p dans la somme ont un degré supérieur a p, donc le coefficient de zP est Z (n) (Z B :)
<k<

Méthode 3: nous allons effectuer un double décompte. Plus précisément, nous allonsoc\(fr;lgter de deux fagons

diférentes les couples (A, B) de parties de [1,n] telles que A C B et |B| = p.

Une premiere facon consiste a choisir B, ceci de (;) facons différentes; puis & choisir A, de 2P fagons différentes.

D’ot1 un total de 2P (;‘) facons.

Une deuxiéme fagon de faire consiste &: fixer la taille k£ € [0,p] de A; puis choisir A, de (2) facons; puis

.. n_k N n\/n—k
choisir B — A, de (pik) fagons. D’ou un total de Z ( (p B k) fagons.



Nous en déduisons Z (Z) <Z : :) =2P <Z>

0<k<n

—k
Question 16 Pour 0 < p < n, donnez une expression simple de S(n,p) = Z (n) (n ) Donnez ensuite

0<k<p p—k

—k

une expression simple de T'(n,p) = Z k(Z) (n k)
0<k<p p—

Solution 16 Nous proposons deux solutions différentes.

Meéthode 1: dans [1,n],ily a (Z) p-parties. Or, pour k fixé dans [0,p], il y en a (}) (Z:g) composées de k

éléments pris dans [1,p], les autres étant pris dans [p + 1, n].
Méthode 2:

S G = a6 2 ()Y

1<k<p
n—1 n(n —1)!
) P =D —p)!

Pour p = 0, nous obtenons T'(n,0) = 0 donc la formule reste vraie au rang 0.

FIN
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