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Problgme 1

Partie |

Notonsf : t2 R 7! 1+ 2
C! . Nous noterons C; la courbe repr@senativ e de f .
1. { Quelle estla limite def (t) lorsquet tend versil ?
2. { Qu'en dduisez-wus au sujet de C; ?

3. { Compl#tez chacunedes phrasessuivantes au moyen de lI'une deslocutions mest §quivalert gii,
mest n§gligeabledevant i, mest doming parii :

Il estclair quef estd® nie R ertier, et que cette fonction est de classe

fQ) o €' lorsquet tend vers+1
et

Q@) . o T lorsquet tend vers+1
et

FQ) oo 2 lorsquet tend vers +1

Lorsque plusieurs rponsessort acceptables,vous donnerezla plus prcise. Bien entendu, vous
justi erez votre choix.

4. { Quelle estla limite def (t) lorsquet tend vers+1 ?
5. { Explicitez f qt).
6. { Dressezle tableau desvariations def .
7. { Explicitez f °qt).
8. { Montrez queI'@quation f °(t) = 0 posqdedeux solutions r§elles. 'une est §viderte, l'autre sera
not®e®. Vous ne chercherezpas g calculer ®.
1
9. { Prouvezl'encadremen j 5 < ®< 0.
10. { Explicitez le d&veloppemert limit§ de f g l'ordre 3 au voisinagede 0. Que pouvez-\ous en
d®duire concernart G ?

11. { Tracez la courbe repr§senative de f. Vous pr&ciserezson allure au voisinage du point
d'abscissel.

Partie 1l

Au vu des expressionsde f (t), fYt) et f °{t), nous nous proposonsd'§tablir que I'assertion A(n)
suivante est vraie pour tout n 2 N:

P, (t)€

Il existe un polyndbme P, tel quef (M (t) = @+ )t

pour tout t 2 R

Vous allez raisonner par r§currencesur n.
Remarque :vous pouvez confondre polyndme et fonction polynomiale.

12. { Il estclair que A(n) estvraie pour n 2 f0;1;2g; vousdresseresimplemert un tableau donnart
I'expressionde P, pour cesvaleursde n.

13. { Fixons n 2 N, et supposonsl'assertion A(n) acquise. fitablissez 'assertion A(n + 1) ; vous
d§terminerezl'expressionde P41 en fonction de P, et P2,

Il r@§sulte donc desquestions12 et 13 que l'assertion A(n) estvraie pour tout n 2 N.
14. { Montrez que P, a tous sescoezxcients dansZ.
15. { Pr%cisezle deg§ et le coetcient dominant de P,,.
16. { Donnelz4une expressionsimple de ¢, = P, (i), op i estle nombre complexe de module 1 et
d'argument >
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Partie 111

X

NotonsF : x 2 R 7! f (t) dt. Ainsi, F estla primitiv edef qui s'annule en 0.
0

17. { Quel est le sensde variation de F ?

18. { Montrez que F (x) posgdeune limite ~ nie lorsquex tend versil . Vousne chercherezpas
g expliciter cette limite.

19. { Prouvezl'encadremert i 16 ~ 6 O.
20. { Donnez une §quation de la tangente g la courbe reprsettativ e de F, au point d'abscisse0.
21. { Explicitez le d&§veloppemen limit  de F g l'ordre 4 au voisinagede 0.

Nous neus proposonsd'§tudier If comportemert deZF (x) lorsque x tend vers +1 . Nous noterons
X t X At X at

€ e
J(x) = ) mdt,K(X)— ) G detl(x) = 1 adt

22. { Prouvezl'existence d'une constarte A telle que F(x) = f (x) + A + 2J(x) pour tout r§elx.
23. { Pour x > 1, placezles uns par rapport aux autres lesr§els0, J(x) et K (x).
24. { Avec une int§gration par parties soigneusemen justi §e, montrez que K (x) j 3L(x) est

ngligeabledevant 2 lorsquex tend vers+1 .
25. { En d§coupan lintervalle [1;x] sous la forme [1;x374] [ [x374;x], montrez que L(x) est
n§gligeabledevant 2 lorsque x tend vers+1 .

26. { En d®duire un gquivalent simple de F (x) lorsquex tend vers+1 .

27. { Exploitez les r§sultats des questions 17, 19, 20 et 26 pour donner l'allure de la courbe
repr@setativ e de F.

Problgme 2

Partie |
Notons E le R-espacevectoriel desapplications de R dansR de classeC! etD : f 2 E 7! % Il est
clair que D estun endomorphismede E.

1. { D$terminezle noyau et I'image de D.
'3 3
Soiert f;: t2 R7! &, f,: t2 R7! € ?sin —- etfs t2R7e =2 cos

B = (fy;f,;f3) et G le sous-espaceectoriel de E engendf par B.

3
2

. Nous noterons

Nous allons montrer que B est une famille libre de vecteursde E. Soien a, b et c desr@elstels que
af1 + bf, + cf3 soit la fonction nulle.

2. { L'®tudiante Antoinette obsene que af 1(t) + bf,(t) + cf3(t) = O pour tout r§elt. Elle choisit
(adroitement) trois valeursdet, obtient un systgmede trois §quationsaux trois inconnuesa, bet c,
qu'elle r@sout; il ne lui reste plus qu'a conclure. Faites commeelle!

3. { L'8tudiante Lucie proposed'exploiter le d§veloppemert limit § g I'ordre 2 de la fonction af; +
bf, + cf3 au voisinagede 0. Faites commeelle!

4. { L'@tudiante Nicole d§cidede s'int§resserau comportement de af 1(t) + bf,(t) + cfz(t) lorsquet
tend vers+1 . Faites commeelle!

La famille B est donc une basede G, et ce sous-espacest de dimension 3.
5. { Montrez que G est stable par D.

Nous noterons B I'endomorphisme de G induit par D.
6. { D&terminezla matrice M de B dansla baseB.
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7. { CalculezM?3.

8. { Montrez que M est inversible, et explicitez soninverseMi *.
9. { Montrez que D estun automorphisme de G.

10. { Exprimez (D)i ! en fonction de D.

Partie 11

Soiert g et h deux §§merts de G. D§ nissons' (g; h) = g(0)h(0) + g(0)h%0) + g°{0)h°}0).
11. { Dressezun tableau g trois lignes et quatre colonnes; pour 16 i 6 3, la ligne i présenera les

valeursde i, f;(0), f0) et f °{0) dans cet ordre. Vous ne ferez pas apparattre le d§tail descalculs
sur votre copie.

12. { Montrez que' estun produit scalairesur G.
13. { La baseB est-elle orthogonale?
14. { La baseB est-elleorthonorm§e?

Partie 111

Nous nous int§ressonglans cette partie p I'§quation di®grertielle y°°%= y, que nous noterons (E). Une
solution sur R de (E) est une fonction f d§ nie et trois fois dgrivable sur R, v@riant f %0t) = f (t)
pour tout t 2 R.

15. { Montrez que toute solution f de (E) est de classeC' .

16. { Montrez que la fonction nulle estla seulesolution polynomiale de (E).
NotonsT = D3 Id, oplId estlidentit§deE, etD3= D +D +D. Le noyau de T estdoncl'ensenble
dessolutions de (E).

17. { Montrez que G est contenu dansle noyau de T .
Nous allons $tablir linclusion inverse; ainsi, G seraexactemert |'ensenble dessolutions de (E). Soit
f une solution de (E) ; nous noteronsg = f %%+ f %+ f .

18. { Montrez que g est solution de I'§quation di®rertielle y°= .

19. { D$crivez rapidemert I'ensenble dessolutions de I'§quation di®§rertielle y°; y = 0.

20. { R@solez I'§quation diC§rertielle y°°+ y°+ y = 0; vous donnerezune basede I'ensenble des
solutions.

21. { Soit , 2 R. D§crivez I'ensenble dessolutions de I'§quation di®§rertielle yo°+ yo+ y = et.
22. { Et maintenant, concluez!

FIN
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BAR BEME

2 Ce barémeest sur 100 points avec 51 points pour le Problgmel et 49 points pour le Problgmell.

2 L'attention descorrecteursest attir e sur le fait que la qualit®, bonne ou mauvaise, de la r§daction
d'une question, peut in® uer sur le nombre de points attribu §s.
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Problgme 1

Partie |

1.-1

2.-1

3. - 1+1+1

4, -1

5 -1

6. -1

7.-2

8. -2

9.-1

10. - 2(DL) + 1 (interpr®tation)
11. - 1 (allure de la courbe) + 1 (allure au voisinagede 1)
Sous-total pour cette partie : 18 points

Partie Il
12. -1
13. - 2+1
14. - 1
15. - 1+1
16. - 2
Sous-total pour cette partie : 9 points
Partie Il
17. -1
18. - 2
19. - 1
20. - 1
21. - 1
22. - 2
23. - 2
24. - 3
25. - 6 (1 pour chaque majoration ; 2 pour dominer L1(x), 1 pour dominer L,(x)), 1 pour conclure)
26. - 3
27. - 2

Sous-total pour cette partie : 24 points

Total pour ce problgme: 51 points
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Problgme 2

Partie |

1. -1+1

2. -3

3. - 1 (partie r@guligre) + 1 (pour le petit 0) + 1 (unicit® du DL) + 1 (r§solution)

4. -3

5. - 1 (linQarit®) + 2 (r®solution) + 1 (abstraction)

6. -1

7.-2

8. - 1 (inversibilit® de M) + 1 (valeurdeM i 1)

9.-1

10. - 1
Sous-total pour cette partie : 23 points
Partie 11

11. - 2 (moins un par erreur constat§e)
12. - 1 (d®f. produit scalaire)+ 2 (d$tail despreuvesbanale) + 2 (preuve de \d § ni")
13. - 2

14. - 1
Sous-total pour cette partie : 10 points
Partie 111
15. - 2
16. - 1
17. - 2
18. - 1 (d®rivabilit®) + 1 (calcul)
19. - 1 (structure de droite vectorielle non exigge)
20. - 3 (passagepar les complexesnon exigh)

21. - 2 (solution particuligre) + 1 (solution g§nrale)
22. - 2 (r@daction de la synthpse)
Sous-total pour cette partie : 16 points

Total pour ce problgme: 49 points
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Problgme 1

1. { Lorsquet tend versil , e ! tend versO* et 1+ t? tend vers+1 , donc \f (t) tend vers 0" \

2. { C; pr@sene une asymptote d'§quationy = 0; commef (t) > 0 pour tout r§elt, la courbe est
ertigremen au-dessusde cette asymptote.

fm_ 1
g ~ 1+2
f (t) est n§gligeabledevant e—t lorsquet tend vers+1 car —= T _ = t iiiil
t g=t 1+t '
€ f(t) 2

O M t2 car e=t2 =~ 1+ t2 i '+"1

3. { \f (t) est nggligeabledevant et\ lorsquet tend vers+1 car —= 0.

s
e
4. { Par raison de croissancesomparges,—

P2 |! i || +1 . Letroisipmer@sultat de la question 3 montre
I+
quef (t) lt!. |+lfl. 1.

5 (o= ArDE 2 (@i 2 e [(ti 1%
| O N R O (R O |
6. { Il estclair quefYt) > 0 pour tout r@elt, I'in §galit§ §tant stricte sauf t |i1 +1
pourt = 1. Doncf eststrictement croissarie sur R. Aveclesr§sultats (1) o T 1
O+

desquestionsl et 4, on peut dresserle tableau de variation ci-contre.

u vau®i 2w vu?p v
7. { Notons u(t) = (tj 1)%€' etv(t) = 1+ t2. Alors f°= v donc: f ©= |v4 = '\/3 .

Or udt) = 2(tj 1)e + (tj 1)%€ = (t2; 1)€' et vqt) = 2t; nous obtenonsdonc:

Rty = L+ )t e at(ti 1) _ (P+ P+ t+ 1 42+ An(tj 1)¢
(1+12)3 (1+ t2)3
(3 32+ 5L+ 1)(ti 1)
) (1+ 122
8. { La solution §viderte estt; = 1. Obserwns les variations sur R de la fonction A : t 7! t3 3t? +

5t+ 1. NousavonsAJt) = 3t?j 6t+ 5= 3(tj 1)>+ 2> 0, donc A est strictement croissarte. Comme
elle est cortinue, elle r§aliseune bijection deR = 1j1 ;+1 [sur]llm A; lim Al=1i1 ;+1[=R. Par

congquen, A s'annule une fois et une seulesur R ; cecmousdonnela deuxmmesolutmn deI'§quation
f o) = 0.
9. { Nous remarquons que A(i 1=5) = (i 1=5)° i 3(j 1=5)* + 5(j 1=5) + 1 = j 1=125; 3=25< 0,
tandis que A(0) = 1> 0. Le TVI axrme queA s'annule danslintervalle ]j 1=5;0[, d'op I'encadremert
demandg.

- 1
10. { Utilisons lesDL3(0) deexpetdet 7! 17 2 :

t2 3 t> 53
f(t) = (1+t+ S+t o(t3))£ (Li @+t = |1+ ti i o+ ot)
Nous en d§duisonsque la tangente p G au point d'abscisse0 a pour §quationy = x+ 1, et que G se

trouv e au-dessoudle cette tangente.
11. { La courbe repr@senativ e reprsen@ep la gure 1 a §t§ obtenue avecle script Maple suivant :
f =t -> exp®)/(1+t"2);
plot([f,exp(1)/2],-4..4,scaling=constrained);
En vue de son incorporation dans le présen documert, jai ins§rg (avant le plot ) la commande
suivante, pour mexporter i le trac® au format PostScript :
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plotsetup(ps,plotoutput="pbla.ps,
plotoptions="portrait,noborder,height=1000,width=1000);

— T 3 3

Figure 1: courbe reprsenativ e de f

f 9s'annule en changeart de signe, au voisinagede 1; donc le point d'abscissel de G est un point
d'in® exion: la courbe traversesatangene en ce paint.

12. { Imm@diat, avec les r@sultats desquestions5 et 7 :

n |0 1 2

Po|[1[X?j 2X + 1| X%j 4X3+8X?j 4X i 1
: P ' L

13. { Nous partons de I'€galit@ f (" (t) = & ; par d@rivation, nous obtenons:
(l + t2)n+1
d d Pn(t)€
(n+1) = —(f(n) = —_(_n\J=
f © dt (F™ M) dt ((1+ t2)n+1 )

1+ )" (Pt + Py(t)e') i 2(n+ Dt(L + t3)" P, (t)€
(1 + t2)2(n+1)

\
<(1 + 12 (P2(t) + Pa(t)) i 2(n+ 1)“%('0)#

Notons Pp+1 @ t 2 R7! (1+ t2)P2(t) + (2§ 2(n+ 1)t+ 1)P,(t) :il estclair quePy+1 estune fonction
Pn+1 (‘t)et

(1 + t2)(n+1)+l

I'§galit§ d§ nissant Py, deviert [Py = (1+ XH)PY+ (X2 2(n+ DX + 1P, |.

14. { Raisonnonspar r@currence. Comme Py = 1, l'assertion est v@ri §e au rang 0. Supposons-la

acquiseau rang n : alors P? est elle aussi une fonction polyntme dont tous les coexcients sort dans

Z:il enestdemémede 1+ X2 etde X2 2(n+ 1)X + 1. Par produit et somme,il en estde méme

de P,+1 . Par r§currence,l'assertion est vraie pour tout n 2 N.

15. { Au vu desexpressionsde Pg, P; et P, il senble raisonnablede noter C(n) I'assertion suivante :

[P, estunitaire de degr§ 2n|

C(0) estvraie. SupposonsC(n) acquise. Alors (1+ X 2)P? est de degr® strictement inf@rieur g 2n + 2,
tandis que (X2 2(n+ 1)X + 1)P, estunitaire de deg 2n + 2. Donc P,4; est unitaire de degr§
2n+ 2= 2(n+ 1), cequi §tablit C(n + 1) et termine la d§monstration par r§currence.

16. { Nous avonsco = Pg(i) = 1, et Chsy = Ppaa (i) = (L+ i2)PJ(I) + (i%§ 2(n + 1)i + 1)P,(i) =
i 2(n + l)ic,. Lesc, sort donc tous non nuls; ceciautorise le t&§lescopagesuivant (on e®ectuep la
dernigre §tape, le changemen d'indice k°= k + 1):

polynbme, et I'on a f ("™ (t) = pour tout r§elt. Traduite en termes de polyntmes,

ni 1l ni 1 nj 1 n
o=k [[ %% = [TG 20+ i) = 20" [Ttk )= 2) [[ k=
k=0 k=0 k=0 k=1

17. { F%= f ne prend que desvaleurs strictement positives,donc |F est strictement croissarte|.
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18. { Il suxt de montrer que F est minor§e. Il estclair que f (t) < € pour tout t 2 R. Alors, pour
X< 0:

F(x) = /Xf(t)dt: i /Of(t)dt> i /Oetdt: i [6]0=i1+e> 1
Ce qui termine la preU\c/)e, en utilisant Ixe th§ommede Ixa limite monotone.
19. { Comme F est croissante, ona F(x) 6 F(0) = 0 pour x 6 0. L'encadrement j 1< F(x) 6 O
nous donne alors par passages la limite.
20. { F%0) = f (0) = 1; commeF (0) = O, I'§quation demand§eest [y = x].
21. { Il suxt d'int®grerterme p terme le DL 3 $§tabli g la question 10, en n'oubliant pas de prendre
en compte la valeur de F (0) :

X 2 3 4
F(x) = F(0) + /0 f(tydt= x+ %i %i 52% + o(x4)

22. { MBthade l:notons©: x2 R7!' F(x)j f(x)i 2J(x). Alors:
e (xi 1% 2xe*  _ (L+x%j X%+ 2xj 1li )€

©x) = FUx)i fUx)i 239x) = = =0
(x) (x)i £ (x)i 234(x) 1+ X2 @+ x92 | @+ x2)? 1+ x?)2
Ceci montre que © est constarte. Il suxt de noter A savaleur constarte pour avoir le r§sultat.
. . . 1
M&thade 2 : appliquons une IPP g l'int§graleF (x). Lesfonctionsu: t7! € etv: t 7! 17 2 sort de

classeCt. Ceci autorise le calcul suivant :

F(x) = /f(t)dt—/ let dt:/X uqt)v(t) dt = [u(t)v(t)]y i /OX u(t)v(t) dt

2t
= {f(t)} / ( (1+t2)2>dt PO f(0)+2/ (1+t2)2
= ()i 1+2(3(x) i J(0) = f(x)i 1i 2J(0) + 2J(x)
Ce qui §tablit le r@sultat demandg, avec |[A = j 1§ 2J(0)].

t t
i i i 2 2 -
23. { J(x) > 0O estclair. Par ailleurs, on a certainemert 1+ t< > t<, donc m 6 G- @
t el . . : o
m 6 a pour t > 1; par int§gration sur [1;x], on obtient J(x) 6 K(x). Ainsi

[06 J(x) 6 K(x)].

puis

. . ~ 1 o
24. { Soit x > 1. Lesfonctions' : t2 [1;x] 7' e etA: t 2 [1;x] 7! a sort de classeC!. Cecijusti e
I'IPP suivante :

K (x) /1 ' te—;dt: / K U)A(t) dt = [ (t)A(t)Ki /1 K (t)AYt) dt

el 7x X e X gt eX
[t_3}1i /1 e< )dt 3, e+3/l t—4dt=X—31 e+ 3L(x)

e* el
Ainsi K (x) i 3L(x) = 3 i €, quartit § qui est manifestemen n&gllgeabledevant — lorsquex tend
vers+1 .

25. { Remarquonsque le point » = x37* en lequel I'§nond propose d'e®ectuerla coupure se trouve

. . . ” ¢ X e
e®ectivemert dans l'intervalle [1; x] puisque x > 1. Notant Li(X) = / t_4dt et Lo(x) = / — dt,
1 »

t4
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nousauronsL(x) = L1(x) + Lo(x). Btudions chacunede cesint@grales:

» et » e» N » dt N l » e 1 1
L= [ Gas [ Ga=e [ Geefigli=e(i 550 3)
e’ 1 e* x? 1
§<1' x9=4)_ x2 £ 3exi>>(l' x9=4)
Xet Xex Xl 1 1x 1 1
L= [ Gate [ Ga=e [ ga=efi gl =@ (551 5)
2

7t 5l )= e 50

Remarquonsque » = x> estun o(x) lorsquex tend vers+1 ; doncxj »

x> X (X »)? 1. (xi»)?
3exi » - 3(Xl »)2 exi » x! +1 3 exi »

L'§quivalent signal plus haut implique xj » i i+i!1 +1 ; alors, par raison de croissancesompar§es,
(Xi )))2....| O.d X2 I d 1 . 1

o> il 0 onc 300> estun o(1) lorsque x tend vers+1 . D'autre part, 1 4 estun

. er

O(2) lorsquex tend vers+1 . Nous pouvonsdonc atrmer que L(x) est n§gligeabledevant 2 dans
les mémesconditions, o
De méme: 31 i 3 est un o(1) lorsque x tend vers+1 ; donc L,(x) est n§gligeabledevant 2
dans les mémesconditions.

. . el
Finalement, L(x) = L1(X) + L2(x) est n§gligeabledevant 2 lorsquex tend vers+1 .

26{ F(X) = f(x)+ A + ZJ(X) Orf(x) = %x!/\*—/l

06 J(x) 6 K(x) implique que J(x) estdomin§ par K (x) ; mais les r@sultats des questions 24 et 25

371 X, dop:

e e —
. la constarte A est un o(—2>. En n,
X X

montrent que K (x) estun o(jx—z). Finalemert, |F(x), 53
27. { La courbe repr§senativ e de F est corvexe puisque F° = f est croissarte. Elle possde une
asymptote d'@quationy = k (aveck ¥ j 0:62); cette asymptote apparatt sur la gure.

L'®quivalent obtenu p la question 26 montre que la courbe posgde une direction asymptotique
mverticalei lorsquex tend vers+1 .

La courbe passepar l'origine puisque F(0) = 0; et la tangente en ce point a pour pente FY0) =
f (0) = 1, donc son §quation esty = X.

X2 |

Figure 2: courbe repr§senativ e de F
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Problgme 2

1. { Le noyau de D est I'ensenble desfonctions constartes. L'image de D est I'espaceE entier : en
e®et,soit f 2 E; f estcontinue, donc posgde des primitiv es. Soit F I'une d'elles:alors D(F) = f.
Donc F estde classeC' , ce qui en fait un §lmert de E ; et c'est un ant§dgdert de f , ce qui montre
gue D est surjectif.

2. { Il estclair quet = 0 est un bon choix ; nous prendrons §galemen u = p— etv=j p§ =ju

fcrivons le systeme correspondart :

af(t) + bfo(t) + cfa(t) = 0 a+c = 0
af1(u) + bfa(u) + cfz(u) = 0 () ag" + beé "2 = 0
af1(v) + bfa(v) + cfz(v) = 0 ag '+ be"2 = 0

Le d§terminant du systgme form@ par les deux dernigres§quations est €3'=2 ; el 34=2 = 2sh(3u=2);
commeu n'est pas nul, ce d§terminant n'est pas nul, donc la seulesolution de ce systgme homoggne
esta= b= 0; enreportant dansla premigre §galit§, nous obtenonsc = 0, ce qui termine la preuve.

3. { Nous avons:

P P
afq + bfy + cf3)(t) = af 1(t) + bfy(t) + cf3(t) = ae' + bd ©“sin(— ) + cé T<cos —
(af + bfa + cfa)(1) = af (1) + bia(t) + cfa(t) = aé + bé “sin(5°) + ce =2 cos( ")

a(l+ t+ §+ o(tz)) + b(li t§+ §+ o(tz)) £ (% + o(t2)>
+ C<1i £2+ §+ O(tz)) £ (li 3L82 + O(tz))

= a+ at+ a_t2+ btpé £p§+c- C_t C_t2+0(t2)
- 2 2 ' a4 'pz' 4
b3 ¢ a b3 c\, 5
=@+ 9+ (ar 51 )tr (31 50 )t o)
L'unicit § du DL nousdonne le systgme:
a p_ *tc = 0 L1
b 3 c
a +— j= = 0 L,
B 2
a b3 ¢
> |—4 2 = 0 Ls

En obsenant L, j 2L3, nous obtenonsb= 0. Par ailleurs, L, + 2L 3 nousdonne2aj c= 0, ce qui,
aveclL 1, nousdonnea= c= 0. Conclusion:a= b= c= 0, et la famille B est libre.

4. { Lorsquet tend vers+1 , f,(t) et f3(t) tendent versOtand'ﬁ quef4(t) tend verI§+ 1 . Ceciimpose
L s . /3 . t 3
[a= 0]. Nousavonsdonc bf,(t) + cf3(t) = 0, soit bé t‘25|n<7) + ce t‘%os(T) = 0 ou encore

bsin(%) + ccos(%) = 0 pour tout r@elt. Les parit$®srespectivesde sin et cosimposen alors
b= 0] et [c= 0.
5. { Par lin§arit§, il sutt de prouver que D (f1), D(f,) et D(f3) sont toutes trois dansG. Or:
(D)) = 12(1) = € = fa(1)
p IO = P P

(D(f2))(t) = £3(t) = i %e‘ tzZsm(%) + p2 AR 2cos(tr?3) = %fz(t) + ;fs(t)
)M = 190 = i 56 “2oos( 5> )i e “sin(0) =i ST Hfs()
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1 P3
Ces $galit®hs valent pour tout r@elt. Nous en d&duisonsD (f1) = f1, D(f,) = | §f2 + 7f3 et

1 . .
D(f3) =i 7f2 i Efg ce qui termine la preuve.

1 0 0
6. { Il sutt d'appliquer le r@sultat de la question5:M = | 0 pl— i p§=2 :
0 32 j1=2
1 0 p9 1 00
7. { Nous obtenonssuccessiemert M2 = | 0 ipl=2  3=2 | et M3= |0 1 0].
0 j 32 j1=2 0 0 1
8. { Nous avons §tabli M3 = I3:donc M ¢M2 = M2¢M = |3, cequi montre que M est inversible, et
aue
9. { Nous savons d§ja (question 5) que D est un endomorphismede G. La matrice de D dansla base

B estinversible,donc D est un automorphisme de G.

~i 1 ~2
10. { La relation Mi ! = M? nous donneimm@diatemert D' ~ = D

11. { Voici le tableau demandg:

i [fi(0)|fY0)|fR0)

11
210
31 i

12. { Lin®@arit®, symitrie, positivit § sort claires. Il nous reste g montrer que I'Ggalité ' (g;g) =
implique que g est la fonction nulle. Soient a, b et ¢ les coordonn§esde g dansla baseB de G : ainsi
g= af; + bfy + cfs. Alors:

1

15

o -

wl
wl

M

[
| N‘

N[

i3

(9(0)° = (a+ c)pz

2 b 3 c.2

(g10)" = (a+ —~i 3)

00M\2 = (4 : _:_3 Y

( ?0)) _(al 2 I 2)
Or' (g;9) = (g (0)) ( ) (g 0((0) d&gaht& (9;9) = 0implique que lestrois carr§ssort nuls;
donca+c= 0, a+ ?. gz Oetaij %i g= 0. Nousretrouvons le systgme §tabli et r§solup

la question 3 ; donc ce qui termine la preuve.

Remarquonsque I'§tudiante Lucie, voyant que g(0), g%0) et g°{0) sort tous trois nuls, peut tout de
suite conclure ::

13. { Nous v@ri ons sans peine que ' (f1;f2), ' (f1;f3) et ' (f;f3) sort tous trois nuls. Donc
la baseB est orthogonale|.

14. { Nous constatonsque' (f1;f1) = 3. Donc |Ia baseB n'est pas orthonorm&e{.

15. { Par d§ nition, f estde classeD3. Supposonsf de classeD3 :alorsf %% f montre que f ®%st
de classeD3¥, doncf estde classeD3k*3 . Par r§currence,nous obtenonsquef estde classeD3* pour
tout k > 1, doncf de classeD?! , ce qui estla mémechosequ'etre de classeC' .

16. { Que la fonction nulle soit une solution polynomiale de (E) est une congguencede la lin§arit®
de cette §quation. C'est la seule: si f est une fonction polyndme autre que la fonction nulle, alors,
notant n sondegr§, nous auronsdeg(f °°Y 6 nj 3, doncf he peut etre §galep f .

17. { Ceci est une congquenceimm®@diate de I'§galit§ Btablie p la question 7 : chaque §lfmen de G
~3
estinvariant par D, donc par D3, ce qui revient g dire qu'il appartient au noyau de T .
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18. { f estdeclasseD?, doncf, f et f ©sort d§rivables; alors g est d§rivable en tant que sommede
fonctions qui le sort. @°= (f%%+ fO0+ f)0= f00Q 004 §0= f 4 004 §0= §004 04 f = g puisque
f %% { . Donc g est solution de I'§quation di®§rertielle y°= y.

19. { C'est la droite vectorielle engendfepar f .

20. { Il s'agit d'une §quation di®®rertielle linQaire du deuxipme ordre, g coezcients constarts et
homogane. La th§orie nous dit de r§soudred'abord I'§quation caract@ristique ass@ifer?+r+ 1= 0:
le discriminant de celle-ciest ¢ = 12 ; 4|§ 1£1=;3< Fg); donc cette §quation posgde deux
. . ilii 3 i1+i 3 .
solutions complexesconjuguesry = P2l “etr,= 'T Les solutions p valeurs complexes
de I'§quation diG§rertielle y°%+ y°+ y = 0 sort donc les fonctions de la forme suivante :
i 1+ ip §t)

t7!, exp(%’t) + 1 exp( >

oy, et! sont descomplexesarbitraires. Mais nous savons aussique les solutions p valeurs r§elles de
cette méme §quation sort les fonctions de la forme suivante :

P P
=2 3 — =2 3.\ _ _
t7! ®¢ sm(7t) + € cos(7t> = @f () + f3(t)
ol ® et sort deux r@elsarbitraires ; une autre fason de le dire est que I'ensenble des solutions de
I'@quation di®rertielle y°%+ yO+ y = 0 est le plan vectoriel engend®@ par f, et f:donc (f,;f3) est
une basede cet ensenble.
21. { Il nous suxt de trouver une solution particuli pre de cette §quation di®grertielle. Le second
membre est une mexponertielle polyndmeii, et le coetcient de t dans I'exponertielle (soit 1) n'est
pas solution de I'§quation caract§ristique; la th®orie nous dit de chercher une solution h de la forme
t 7! te!; alorsh = h®= h% donc h®+ h%+ h estla fonction t 7! 3te!, et il estclair qu'il su+t de
prendre! = =3. Donc lessolutions de I'quation di®§rertielle y°%+ y°+ y = e! sort lesfonctions de
la forme:
t7|®eit:2- tpé + @i B2 tpé + gt
! sm(z) e cos(2> 3e

22. { Desquestions18 et 19, nous dgduisonsqu'il existe un r§el, tel queg= ,f ;. Ainsi, de par la
d§ nition de g, la fonction f est solution de I'Gquation di®grertielle y°°+ yo+ y = e!. Le r§sultat de

la question 21 nous permet d'atrmer l'existence de rels® et ~ tels quef = ’§fl + ®f, + f3:ceci
montre bien l'appartenancedef pG.

FIN



