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Problµeme 1

Partie I

Notons f : t 2 R 7!
et

1 + t2 . Il est clair que f est d¶e¯nie R entier, et que cette fonction est de classe

C1 . Nous noterons Cf la courbe repr¶esentativ e de f .

1. { Quelle est la limite de f (t) lorsque t tend vers ¡1 ?

2. { Qu'en d¶eduisez-vous au sujet de Cf ?

3. { Compl¶etez chacunedesphrasessuivantes au moyen de l'une des locutions hh est ¶equivalent µa i i ,
hh est n¶egligeabledevant i i , hh est domin¶e par i i :

f (t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . et lorsque t tend vers + 1

f (t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
et

t
lorsque t tend vers + 1

f (t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
et

t2 lorsque t tend vers + 1

Lorsque plusieurs r¶eponsessont acceptables,vous donnerez la plus pr¶ecise. Bien entendu, vous
justi¯erez votre choix.

4. { Quelle est la limite de f (t) lorsque t tend vers + 1 ?

5. { Explicitez f 0(t).

6. { Dressezle tableau desvariations de f .

7. { Explicitez f 00(t).

8. { Montrez que l'¶equation f 00(t) = 0 possµededeux solutions r¶eelles: l'une est ¶evidente, l'autre sera
not¶ee®. Vous ne chercherezpas µa calculer ®.

9. { Prouvez l'encadrement ¡
1
5

< ® < 0.

10. { Explicitez le d¶eveloppement limit ¶e de f µa l'ordre 3 au voisinagede 0. Que pouvez-vous en
d¶eduire concernant Cf ?

11. { Tracez la courbe repr¶esentativ e de f . Vous pr¶eciserezson allure au voisinage du point
d'abscisse1.

Partie II

Au vu des expressionsde f (t), f 0(t) et f 00(t), nous nous proposonsd'¶etablir que l'assertion A(n)
suivante est vraie pour tout n 2 N :

Il existe un polynôme Pn tel que f (n ) (t) =
Pn (t)et

(1 + t2)n +1 pour tout t 2 R

Vous allez raisonner par r¶ecurrencesur n.

Remarque : vous pouvez confondre polynôme et fonction polynomiale.

12. { Il est clair queA(n) est vraie pour n 2 f 0;1;2g ; vousdresserezsimplement un tableau donnant
l'expressionde Pn pour cesvaleurs de n.

13. { Fixons n 2 N, et supposonsl'assertion A(n) acquise. ¶Etablissez l'assertion A(n + 1) ; vous
d¶eterminerez l'expressionde Pn +1 en fonction de Pn et P0

n .

Il r¶esulte donc desquestions12 et 13 que l'assertion A(n) est vraie pour tout n 2 N.

14. { Montrez que Pn a tous sescoe±cients dans Z.

15. { Pr¶ecisezle degr¶e et le coe±cient dominant de Pn .

16. { Donnez une expressionsimple de cn = Pn (i ), oµu i est le nombre complexe de module 1 et

d'argument
¼
2

.
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Partie III

Notons F : x 2 R 7!
Z x

0
f (t) dt. Ainsi, F est la primitiv e de f qui s'annule en 0.

17. { Quel est le sensde variation de F ?

18. { Montrez que F (x) possµedeune limite ` ¯nie lorsquex tend vers ¡1 . Vous ne chercherezpas
µa expliciter cette limite.

19. { Prouvez l'encadrement ¡ 1 6 ` 6 0.

20. { Donnez une ¶equation de la tangente µa la courbe repr¶esentativ e de F , au point d'abscisse0.

21. { Explicitez le d¶eveloppement limit ¶e de F µa l'ordre 4 au voisinagede 0.

Nous nous proposonsd'¶etudier le comportement de F (x) lorsque x tend vers + 1 . Nous noterons

J (x) =
Z x

1

tet

(1 + t2)2 dt, K (x) =
Z x

1

et

t3 dt et L (x) =
Z x

1

et

t4 dt.

22. { Prouvez l'existence d'une constante A telle que F (x) = f (x) + A + 2J (x) pour tout r¶eel x.

23. { Pour x > 1, placez les uns par rapport aux autres les r¶eels0, J (x) et K (x).

24. { Avec une int¶egration par parties soigneusement justi¯ ¶ee, montrez que K (x) ¡ 3L(x) est

n¶egligeabledevant
ex

x2 lorsque x tend vers + 1 .

25. { En d¶ecoupant l'in tervalle [1; x] sous la forme [1; x3=4] [ [x3=4; x], montrez que L(x) est

n¶egligeabledevant
ex

x2 lorsque x tend vers + 1 .

26. { En d¶eduire un ¶equivalent simple de F (x) lorsque x tend vers + 1 .

27. { Exploitez les r¶esultats des questions 17, 19, 20 et 26 pour donner l'allure de la courbe
repr¶esentativ e de F .

Problµeme 2

Partie I

Notons E le R-espacevectoriel desapplications de R dans R de classeC1 et D : f 2 E 7! f 0. Il est
clair que D est un endomorphismede E.

1. { D¶eterminez le noyau et l'image de D .

Soient f 1 : t 2 R 7! et , f 2 : t 2 R 7! e¡ t= 2 sin
³ t

p
3

2

´
et f 3 : t 2 R 7! e¡ t= 2 cos

³ t
p

3
2

´
. Nous noterons

B = (f 1; f 2; f 3) et G le sous-espacevectoriel de E engendr¶e par B.

Nous allons montrer que B est une famille libre de vecteurs de E. Soient a, b et c des r¶eelstels que
af 1 + bf2 + cf 3 soit la fonction nulle.

2. { L'¶etudiante Antoinette observe que af 1(t) + bf2(t) + cf 3(t) = 0 pour tout r¶eel t. Elle choisit
(adroitement) trois valeurs de t, obtient un systµemede trois ¶equationsaux trois inconnuesa, b et c,
qu'elle r¶esout; il ne lui reste plus qu'µa conclure. Faites commeelle!

3. { L'¶etudiante Lucie proposed'exploiter le d¶eveloppement limit ¶e µa l'ordre 2 de la fonction af 1 +
bf2 + cf 3 au voisinagede 0. Faites commeelle!

4. { L'¶etudiante Nicole d¶ecidede s'int¶eresserau comportement de af 1(t) + bf2(t) + cf 3(t) lorsque t
tend vers + 1 . Faites commeelle!

La famille B est donc une basede G, et ce sous-espaceest de dimension 3.

5. { Montrez que G est stable par D .

Nous noterons bD l'endomorphisme de G induit par D .

6. { D¶eterminez la matrice M de bD dans la baseB.
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7. { Calculez M3.

8. { Montrez que M est inversible, et explicitez son inverseM ¡ 1.

9. { Montrez que D̂ est un automorphisme de G.

10. { Exprimez (D̂ )¡ 1 en fonction de D̂ .

Partie II

Soient g et h deux ¶el¶ements de G. D¶e¯nissons ' (g; h) = g(0)h(0) + g0(0)h0(0) + g00(0)h00(0).

11. { Dressezun tableau µa trois lignes et quatre colonnes; pour 1 6 i 6 3, la ligne i pr¶esentera les
valeurs de i , f i (0), f 0

i (0) et f 00
i (0) dans cet ordre. Vous ne ferez pas apparâ³tre le d¶etail descalculs

sur votre copie.

12. { Montrez que ' est un produit scalairesur G.

13. { La baseB est-elleorthogonale?

14. { La baseB est-elleorthonorm¶ee?

Partie III

Nous nous int¶eressonsdanscette partie µa l'¶equation di®¶erentielle y000= y, que nousnoterons (E). Une
solution sur R de (E) est une fonction f d¶e¯nie et trois fois d¶erivable sur R, v¶eri¯an t f 000(t) = f (t)
pour tout t 2 R.

15. { Montrez que toute solution f de (E) est de classeC1 .

16. { Montrez que la fonction nulle est la seulesolution polynomiale de (E).

Notons T = D 3 ¡ Id , oµu Id est l'identit ¶e de E, et D 3 = D ±D ±D . Le noyau de T est donc l'ensemble
dessolutions de (E).

17. { Montrez que G est contenu dans le noyau de T .

Nous allons ¶etablir l'inclusion inverse; ainsi, G seraexactement l'ensemble dessolutions de (E). Soit
f une solution de (E) ; nous noterons g = f 00+ f 0+ f .

18. { Montrez que g est solution de l'¶equation di®¶erentielle y0 = y.

19. { D¶ecrivez rapidement l'ensemble dessolutions de l'¶equation di®¶erentielle y0 ¡ y = 0.

20. { R¶esolvez l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0 + y = 0 ; vous donnerezune basede l'ensemble des
solutions.

21. { Soit ¸ 2 R. D¶ecrivez l'ensemble dessolutions de l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0+ y = ¸e t .

22. { Et maintenant, concluez!

FIN
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BAR µEME
² Ce barêmeest sur 100 points avec 51 points pour le ProblµemeI et 49 points pour le ProblµemeI I.

² L'atten tion descorrecteursest attir ¶eesur le fait que la qualit¶e, bonne ou mauvaise,de la r¶edaction
d'une question, peut in° uer sur le nombre de points attribu ¶es.
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Problµeme 1

Partie I

1. - 1

2. - 1

3. - 1+1+1

4. - 1

5. - 1

6. - 1

7. - 2

8. - 2

9. - 1

10. - 2 (DL) + 1 (interpr¶etation)

11. - 1 (allure de la courbe) + 1 (allure au voisinagede 1)

Sous-total pour cette partie : 18 points

Partie II

12. - 1

13. - 2+1

14. - 1

15. - 1+1

16. - 2

Sous-total pour cette partie : 9 points

Partie III

17. - 1

18. - 2

19. - 1

20. - 1

21. - 1

22. - 2

23. - 2

24. - 3

25. - 6 (1 pour chaquemajoration ; 2 pour dominer L 1(x), 1 pour dominer L 2(x)), 1 pour conclure)

26. - 3

27. - 2

Sous-total pour cette partie : 24 points

Total pour ce problµeme: 51 points
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Problµeme 2

Partie I

1. - 1+1

2. - 3

3. - 1 (partie r¶eguliµere) + 1 (pour le petit o) + 1 (unicit ¶e du DL) + 1 (r¶esolution)

4. - 3

5. - 1 (lin ¶earit¶e) + 2 (r¶esolution) + 1 (abstraction)

6. - 1

7. - 2

8. - 1 (inversibilit ¶e de M ) + 1 (valeur de M ¡ 1)

9. - 1

10. - 1

Sous-total pour cette partie : 23 points

Partie II

11. - 2 (moins un par erreur constat¶ee)

12. - 1 (d¶ef. produit scalaire) + 2 (d¶etail despreuvesbanale) + 2 (preuve de \d ¶e¯ni")

13. - 2

14. - 1

Sous-total pour cette partie : 10 points

Partie III

15. - 2

16. - 1

17. - 2

18. - 1 (d¶erivabilit ¶e) + 1 (calcul)

19. - 1 (structure de droite vectorielle non exig¶ee)

20. - 3 (passagepar les complexesnon exig¶e)

21. - 2 (solution particuli µere) + 1 (solution g¶en¶erale)

22. - 2 (r¶edaction de la synthµese)

Sous-total pour cette partie : 16 points

Total pour ce problµeme: 49 points
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Problµeme 1

1. { Lorsque t tend vers ¡1 , e¡ t tend vers 0+ et 1 + t2 tend vers + 1 , donc f (t) tend vers 0+ .

2. { Cf pr¶esente une asymptote d'¶equation y = 0 ; comme f (t) > 0 pour tout r¶eel t, la courbe est
enti µerement au-dessusde cette asymptote.

3. { f (t) est n¶egligeabledevant et lorsque t tend vers + 1 car
f (t)
et =

1
1 + t2 ¡¡ ¡ ¡!

t ! + 1
0.

f (t) est n¶egligeabledevant
et

t
lorsque t tend vers + 1 car

f (t)
et =t

=
t

1 + t2 ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

0.

f (t) ˜t ! + 1

et

t2 car
f (t)
et =t2

=
t2

1 + t2 ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

1.

4. { Par raison decroissancescompar¶ees,
et

t2 ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

+ 1 . Le troisiµemer¶esultat de la question3 montre

que f (t) ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

+ 1 .

5. { f 0(t) =
(1 + t2)et ¡ 2tet

(1 + t2)2 =
(t2 ¡ 2t + 1)et

(1 + t2)2 =
(t ¡ 1)2et

(1 + t2)2 .

6. { Il est clair que f 0(t) > 0 pour tout r¶eel t, l'in ¶egalit¶e ¶etant stricte sauf
pour t = 1. Donc f est strictement croissante sur R. Avec les r¶esultats
desquestions1 et 4, on peut dresserle tableau de variation ci-contre.

t ¡1 + 1

f (t) 0+ % + 1

7. { Notons u(t) = (t ¡ 1)2et et v(t) = 1 + t2. Alors f 0 =
u
v2 , donc: f 00=

v2u0 ¡ 2vv0u
v4 =

vu0 ¡ 2v0u
v3 .

Or u0(t) = 2(t ¡ 1)et + (t ¡ 1)2et = (t2 ¡ 1)et et v0(t) = 2t ; nous obtenonsdonc:

f 00(t) =
(1 + t2)( t2 ¡ 1)et ¡ 4t(t ¡ 1)2et

(1 + t2)3 =
(t3 + t2 + t + 1 ¡ 4t2 + 4t)( t ¡ 1)et

(1 + t2)3

=
(t3 ¡ 3t2 + 5t + 1)(t ¡ 1)et

(1 + t2)3

8. { La solution ¶evidente est t1 = 1. Observons les variations sur R de la fonction Ã : t 7! t3 ¡ 3t2 +
5t + 1. Nous avons Ã0(t) = 3t2 ¡ 6t + 5 = 3(t ¡ 1)2 + 2 > 0, donc Ã est strictement croissante. Comme
elle est continue, elle r¶ealiseune bijection de R = ]¡1 ; + 1 [ sur

]
lim
¡1

Ã; lim
+ 1

Ã
[

= ]¡1 ; + 1 [ = R. Par

cons¶equent, Ã s'annule une fois et une seulesur R ; cecinousdonne la deuxiµemesolution de l'¶equation
f 00(t) = 0.

9. { Nous remarquons que Ã(¡ 1=5) = (¡ 1=5)3 ¡ 3(¡ 1=5)2 + 5(¡ 1=5) + 1 = ¡ 1=125¡ 3=25 < 0,
tandis que Ã(0) = 1 > 0. Le TVI a±rme que Ã s'annule dans l'in tervalle ]¡ 1=5; 0[, d'oµu l'encadrement
demand¶e.

10. { Utilisons les DL 3(0) de exp et de t 7!
1

1 + t2 :

f (t) =
(

1 + t +
t2

2
+

t3

6
+ o(t3)

)
£
(
1 ¡ t2 + o(t3)

)
= 1 + t ¡

t2

2
¡

5t3

6
+ o(t3)

Nous en d¶eduisonsque la tangente µa Cf au point d'abscisse0 a pour ¶equation y = x + 1, et que Cf se
trouve au-dessousde cette tangente.

11. { La courbe repr¶esentativ e repr¶esent¶eeµa la ¯gure 1 a ¶et¶e obtenue avec le script Maple suivant :

f := t -> exp(t)/(1+t^2);
plot([f,exp(1)/2],-4..4,scaling=constrained);

En vue de son incorporation dans le pr¶esent document, j'ai ins¶er¶e (avant le plot ) la commande
suivante, pour hh exporter i i le trac¶e au format PostScript :
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plotsetup(ps,plotoutput=`pb1a.ps`,
plotoptions=`portrait,noborder,height=1000,width=1000`);

1

2

3

-2 -1 1 2 3 4

Figure 1 : courbe repr¶esentativ e de f

f 00s'annule en changeant de signe, au voisinagede 1 ; donc le point d'abscisse1 de Cf est un point
d'in° exion: la courbe traversesa tangente en ce point.

12. { Imm¶ediat, avec les r¶esultats desquestions5 et 7 :

n 0 1 2
Pn 1 X 2 ¡ 2X + 1 X 4 ¡ 4X 3 + 8X 2 ¡ 4X ¡ 1

13. { Nous partons de l'¶egalit¶e f (n ) (t) =
Pn (t)et

(1 + t2)n +1 ; par d¶erivation, nous obtenons:

f (n +1) (t) =
d
dt

(
f (n ) (t)

)
=

d
dt

( Pn (t)et

(1 + t2)n +1

)

=
(1 + t2)n +1

(
P0

n (t)et + Pn (t)et
)

¡ 2(n + 1)t(1 + t2)n Pn (t)et

(1 + t2)2(n +1)

=
(

(1 + t2)
(
P0

n (t) + Pn (t)
)

¡ 2(n + 1)tPn (t)
) et

(1 + t2)n +2

Notons Pn +1 : t 2 R 7! (1 + t2)P0
n (t) +

(
t2 ¡ 2(n + 1)t + 1

)
Pn (t) : il est clair que Pn +1 est une fonction

polynôme, et l'on a f (n +1) (t) =
Pn +1 (t)et

(1 + t2)(n +1)+1
pour tout r¶eel t. Traduite en termes de polynômes,

l'¶egalit¶e d¶e¯nissant Pn +1 devient Pn +1 = (1 + X 2)P0
n +

(
X 2 ¡ 2(n + 1)X + 1

)
Pn .

14. { Raisonnonspar r¶ecurrence. Comme P0 = 1, l'assertion est v¶eri¯ ¶ee au rang 0. Supposons-la
acquiseau rang n : alors P0

n est elle aussi une fonction polynôme dont tous les coe±cients sont dans
Z ; il en est de mêmede 1 + X 2 et de X 2 ¡ 2(n + 1)X + 1. Par produit et somme,il en est de même
de Pn +1 . Par r¶ecurrence,l'assertion est vraie pour tout n 2 N.

15. { Au vu desexpressionsde P0, P1 et P2, il semble raisonnablede noter C(n) l'assertion suivante :

Pn est unitaire de degr¶e 2n

C(0) est vraie. SupposonsC(n) acquise.Alors (1 + X 2)P0
n est de degr¶e strictement inf¶erieur µa 2n + 2,

tandis que
(
X 2 ¡ 2(n + 1)X + 1

)
Pn est unitaire de degr¶e 2n + 2. Donc Pn +1 est unitaire de degr¶e

2n + 2 = 2(n + 1), ce qui ¶etablit C(n + 1) et termine la d¶emonstration par r¶ecurrence.

16. { Nous avons c0 = P0(i ) = 1, et cn +1 = Pn +1 (i ) = (1 + i 2)P0
n (i ) +

(
i 2 ¡ 2(n + 1)i + 1

)
Pn (i ) =

¡ 2(n + 1)icn . Les cn sont donc tous non nuls ; ceci autorise le t¶elescopagesuivant (on e®ectue,µa la
derniµere ¶etape, le changement d'indice k0 = k + 1) :

cn = c0 £
n ¡ 1∏

k=0

ck+1

ck
=

n ¡ 1∏

k=0

(
¡ 2(k + 1)i

)
= (¡ 2i )n

n ¡ 1∏

k=0

(k + 1) = (¡ 2i )n
n∏

k=1

k = (¡ 2i )n n!

17. { F 0 = f ne prend que desvaleurs strictement positives,donc F est strictement croissante .
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18. { Il su±t de montrer que F est minor¶ee. Il est clair que f (t) < et pour tout t 2 R. Alors, pour
x < 0 :

F (x) =
∫ x

0
f (t) dt = ¡

∫ 0

x
f (t) dt > ¡

∫ 0

x
et dt = ¡

[
et ]0

x = ¡ 1 + ex > ¡ 1

Ce qui termine la preuve, en utilisant le th¶eorµemede la limite monotone.

19. { Comme F est croissante, on a F (x) 6 F (0) = 0 pour x 6 0. L'encadrement ¡ 1 < F (x) 6 0
nous donne alors ¡ 1 6 ` 6 0 par passageµa la limite.

20. { F 0(0) = f (0) = 1 ; commeF (0) = 0, l'¶equation demand¶eeest y = x .

21. { Il su±t d'in t¶egrer terme µa terme le DL 3 ¶etabli µa la question 10, en n'oubliant pas de prendre
en compte la valeur de F (0) :

F (x) = F (0) +
∫ x

0
f (t) dt = x +

x2

2
¡

x3

6
¡

5x4

24
+ o(x4)

22. { M¶ethode 1 : notons © : x 2 R 7! F (x) ¡ f (x) ¡ 2J (x). Alors :

©0(x) = F 0(x)¡ f 0(x)¡ 2J 0(x) =
ex

1 + x2 ¡
(x ¡ 1)2ex

(1 + x2)2 ¡
2xex

(1 + x2)2 =
(1 + x2 ¡ x2 + 2x ¡ 1 ¡ 2x)ex

(1 + x2)2 = 0

Ceci montre que © est constante. Il su±t de noter A sa valeur constante pour avoir le r¶esultat.

M¶ethode 2 : appliquons une IPP µa l'in t¶egraleF (x). Les fonctions u : t 7! et et v : t 7!
1

1 + t2 sont de

classeC1. Ceci autorise le calcul suivant :

F (x) =
∫ x

0
f (t) dt =

∫ x

0

et

1 + t2 dt =
∫ x

0
u0(t)v(t) dt =

[
u(t)v(t)

]x
0 ¡

∫ x

0
u(t)v0(t) dt

=
[
f (t)

]x

0
¡
∫ x

0
et
(

¡
2t

(1 + t2)2

)
dt = f (x) ¡ f (0) + 2

∫ x

0

tet

(1 + t2)2 dt

= f (x) ¡ 1 + 2
(
J (x) ¡ J (0)

)
= f (x) ¡ 1 ¡ 2J (0) + 2J (x)

Ce qui ¶etablit le r¶esultat demand¶e, avec A = ¡ 1 ¡ 2J (0) .

23. { J (x) > 0 est clair. Par ailleurs, on a certainement 1 + t2 > t2, donc
t

(1 + t2)2 6
t
t4 =

1
t3

puis
tet

(1 + t2)2 6
et

t3 pour t > 1 ; par int¶egration sur [1; x], on obtient J (x) 6 K (x). Ainsi

0 6 J (x) 6 K (x) .

24. { Soit x > 1. Les fonctions ' : t 2 [1; x] 7! et et Ã : t 2 [1; x] 7!
1
t3 sont de classeC1. Ceci justi¯e

l'IPP suivante :

K (x) =
∫ x

1

et

t3 dt =
∫ x

1
' 0(t)Ã(t) dt =

[
' (t)Ã(t)

]x

1
¡
∫ x

1
' (t)Ã0(t) dt

=
[et

t3

]x

1
¡
∫ x

1
et
(

¡
3
t4

)
dt =

ex

x3 ¡ e+ 3
∫ x

1

et

t4 dt =
ex

x3 ¡ e+ 3L(x)

Ainsi K (x) ¡ 3L(x) =
ex

x3 ¡ e, quantit ¶e qui est manifestement n¶egligeabledevant
ex

x2 lorsque x tend
vers + 1 .

25. { Remarquonsque le point » = x3=4 en lequel l'¶enonc¶e proposed'e®ectuerla coupure se trouve

e®ectivement dans l'in tervalle [1; x] puisque x > 1. Notant L 1(x) =
∫ »

1

et

t4 dt et L 2(x) =
∫ x

»

et

t4 dt,
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nous aurons L(x) = L 1(x) + L 2(x). ¶Etudions chacunede cesint¶egrales:

L 1(x) =
∫ »

1

et

t4 dt 6
∫ »

1

e»

t4 dt = e»
∫ »

1

dt
t4 = e»

[
¡

1
3t3

]»

1
= e»

(
¡

1
3»3 +

1
3

)

=
e»

3

(
1 ¡

1
x9=4

)
=

ex

x2 £
x2

3ex ¡ »

(
1 ¡

1
x9=4

)

L 2(x) =
∫ x

»

et

t4 dt 6
∫ x

»

ex

t4 dt = ex
∫ x

»

1
t4 dt = ex

[
¡

1
3t3

]x

»
= ex

( 1
3»3 ¡

1
3x3

)

=
ex

x2 £
x2

3

( 1
x9=4

¡
1
x3

)
=

ex

x2

( 1
3x1=4

¡
1

3x

)

Remarquonsque » = x3=4 est un o(x) lorsque x tend vers + 1 ; donc x ¡ » ˜x ! + 1 x, d'oµu :

x2

3ex ¡ » =
x2

3(x ¡ »)2 £
(x ¡ »)2

ex ¡ » ˜x ! + 1

1
3

£
(x ¡ »)2

ex ¡ »

L'¶equivalent signal¶e plus haut implique x ¡ » ¡ ¡ ¡ ¡ !
x ! + 1

+ 1 ; alors, par raison de croissancescompar¶ees,

(x ¡ »)2

ex ¡ » ¡ ¡ ¡ ¡ !
x ! + 1

0 ; donc
x2

3ex ¡ » est un o(1) lorsque x tend vers + 1 . D'autre part, 1 ¡
1

x9=4
est un

O(1) lorsquex tend vers + 1 . Nous pouvons donc a±rmer que L 1(x) est n¶egligeabledevant
ex

x2 dans

les mêmesconditions.
De même:

1
3x1=4

¡
1

3x
est un o(1) lorsque x tend vers + 1 ; donc L 2(x) est n¶egligeabledevant

ex

x2

dans les mêmesconditions.
Finalement, L (x) = L 1(x) + L 2(x) est n¶egligeabledevant

ex

x2 lorsque x tend vers + 1 .

26. { F (x) = f (x) + A + 2J (x). Or f (x) =
ex

1 + x2 ˜x ! + 1

ex

x2 ; la constante A est un o
(ex

x2

)
. En¯n,

0 6 J (x) 6 K (x) implique que J (x) est domin¶e par K (x) ; mais les r¶esultats desquestions24 et 25

montrent que K (x) est un o
(ex

x2

)
. Finalement, F (x) ˜x ! + 1

ex

x2 .

27. { La courbe repr¶esentativ e de F est convexe puisque F 0 = f est croissante. Elle possµede une
asymptote d'¶equation y = k (avec k ¼ ¡ 0:62) ; cette asymptote apparâ³t sur la ¯gure.
L'¶equivalent obtenu µa la question 26 montre que la courbe possµede une direction asymptotique
hh verticale i i lorsque x tend vers + 1 .
La courbe passepar l'origine puisque F (0) = 0 ; et la tangente en ce point a pour pente F 0(0) =
f (0) = 1, donc son ¶equation est y = x.

0

1

2

3

4

-2 -1 1 2 3

Figure 2 : courbe repr¶esentativ e de F
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Problµeme 2

1. { Le noyau de D est l'ensemble des fonctions constantes. L'image de D est l'espaceE entier : en
e®et,soit f 2 E ; f est continue, donc possµede des primitiv es. Soit F l'une d'elles: alors D (F ) = f .
Donc F est de classeC1 , ce qui en fait un ¶el¶ement de E ; et c'est un ant¶ec¶edent de f , ce qui montre
que D est surjectif.

2. { Il est clair que t = 0 est un bon choix ; nous prendrons ¶egalement u =
¼

p
3

et v = ¡
¼

p
3

= ¡ u.

¶Ecrivons le systµemecorrespondant :



af 1(t) + bf2(t) + cf 3(t) = 0
af 1(u) + bf2(u) + cf 3(u) = 0
af 1(v) + bf2(v) + cf 3(v) = 0

( )





a + c = 0
aeu + be¡ u=2 = 0
ae¡ u + beu=2 = 0

Le d¶eterminant du systµeme form¶e par les deux derniµeres¶equations est e3u=2 ¡ e¡ 3u=2 = 2sh(3u=2) ;
commeu n'est pas nul, ce d¶eterminant n'est pas nul, donc la seulesolution de ce systµemehomogµene
est a = b = 0 ; en reportant dans la premiµere ¶egalit¶e, nous obtenonsc = 0, ce qui termine la preuve.

3. { Nous avons:

(af 1 + bf2 + cf 3)( t) = af 1(t) + bf2(t) + cf 3(t) = aet + be¡ t= 2 sin
( t

p
3

2

)
+ ce¡ t= 2 cos

( t
p

3
2

)

= a
(

1 + t +
t2

2
+ o(t2)

)
+ b
(

1 ¡
t
2

+
t2

8
+ o(t2)

)
£
( t

p
3

2
+ o(t2)

)

+ c
(

1 ¡
t
2

+
t2

8
+ o(t2)

)
£
(

1 ¡
3t2

8
+ o(t2)

)

= a + at +
at2

2
+

bt
p

3
2

¡
bt2

p
3

4
+ c ¡

ct
2

¡
ct2

4
+ o(t2)

= (a + c) +
(

a +
b
p

3
2

¡
c
2

)
t +

(a
2

¡
b
p

3
4

¡
c
4

)
t2 + o(t2)

L'unicit ¶e du DL nous donne le systµeme:





a + c = 0 L 1

a +
b
p

3
2

¡
c
2

= 0 L 2

a
2

¡
b
p

3
4

¡
c
4

= 0 L 3

En observant L 2 ¡ 2L 3, nous obtenons b = 0. Par ailleurs, L 2 + 2L 3 nous donne 2a ¡ c = 0, ce qui,
avec L 1, nous donne a = c = 0. Conclusion: a = b = c = 0, et la famille B est libre.

4. { Lorsquet tend vers+ 1 , f 2(t) et f 3(t) tendent vers0 tandis que f 1(t) tend vers+ 1 . Ceci impose

a = 0 . Nous avons donc bf2(t) + cf 3(t) = 0, soit be¡ t= 2 sin
( t

p
3

2

)
+ ce¡ t= 2 cos

( t
p

3
2

)
= 0 ou encore

bsin
( t

p
3

2

)
+ ccos

( t
p

3
2

)
= 0 pour tout r¶eel t. Les parit ¶es respectives de sin et cos imposent alors

b = 0 et c = 0 .

5. { Par lin¶earit¶e, il su±t de prouver que D (f 1), D (f 2) et D (f 3) sont toutes trois dans G. Or :
(
D (f 1)

)
(t) = f 0

1(t) = et = f 1(t)

(
D (f 2)

)
(t) = f 0

2(t) = ¡
1
2

e¡ t= 2 sin
( t

p
3

2

)
+

p
3

2
e¡ t= 2 cos

( t
p

3
2

)
= ¡

1
2

f 2(t) +

p
3

2
f 3(t)

(
D (f 3)

)
(t) = f 0

3(t) = ¡
1
2

e¡ t= 2 cos
( t

p
3

2

)
¡

p
3

2
e¡ t= 2 sin

( t
p

3
2

)
= ¡

p
3

2
f 2(t) ¡

1
2

f 3(t)
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Ces ¶egalit¶es valent pour tout r¶eel t. Nous en d¶eduisons D (f 1) = f 1, D (f 2) = ¡
1
2

f 2 +

p
3

2
f 3 et

D (f 3) = ¡

p
3

2
f 2 ¡

1
2

f 3 ce qui termine la preuve.

6. { Il su±t d'appliquer le r¶esultat de la question 5 : M =




1 0 0
0 ¡ 1=2 ¡

p
3=2

0
p

3=2 ¡ 1=2


.

7. { Nous obtenonssuccessivement M2 =




1 0 0
0 ¡ 1=2

p
3=2

0 ¡
p

3=2 ¡ 1=2


 et M3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


.

8. { Nous avons ¶etabli M3 = I 3 : donc M ¢M2 = M2 ¢M = I 3, ce qui montre que M est inversible, et
que M ¡ 1 = M2 .

9. { Nous savons d¶ejµa (question 5) que D̂ est un endomorphismede G. La matrice de D̂ dans la base
B est inversible, donc D̂ est un automorphisme de G.

10. { La relation M ¡ 1 = M2 nous donne imm¶ediatement D̂
¡ 1

= D̂
2
.

11. { Voici le tableau demand¶e:

i f i (0) f 0
i (0) f 00

i (0)

1 1 1 1

2 0
p

3
2 ¡

p
3

2

3 1 ¡ 1
2 ¡ 1

2

12. { Lin¶earit¶e, sym¶etrie, positivit ¶e sont claires. Il nous reste µa montrer que l'¶egalit¶e ' (g; g) = 0
implique que g est la fonction nulle. Soient a, b et c les coordonn¶eesde g dans la baseB de G : ainsi
g = af 1 + bf2 + cf 3. Alors :

(
g(0)

)2
=
(
a + c

)2

(
g0(0)

)2
=
(
a +

b
p

3
2

¡
c
2

)2

(
g00(0)

)2
=
(
a ¡

b
p

3
2

¡
c
2

)2

Or ' (g; g) =
(
g(0)

)2
+
(
g0(0)

)2
+
(
g00(0)

)2
; l' ¶egalit¶e ' (g; g) = 0 implique que les trois carr¶essont nuls ;

donc a + c = 0, a +
b
p

3
2

¡
c
2

= 0 et a ¡
b
p

3
2

¡
c
2

= 0. Nous retrouvons le systµeme¶etabli et r¶esoluµa

la question 3 ; donc a = b = c = 0 ce qui termine la preuve.

Remarquonsque l'¶etudiante Lucie, voyant que g(0), g0(0) et g00(0) sont tous trois nuls, peut tout de
suite conclure: : :

13. { Nous v¶eri¯ons sans peine que ' (f 1; f 2), ' (f 1; f 3) et ' (f 2; f 3) sont tous trois nuls. Donc
la baseB est orthogonale .

14. { Nous constatonsque ' (f 1; f 1) = 3. Donc la baseB n'est pas orthonorm¶ee .

15. { Par d¶e¯nition, f est de classeD3. Supposonsf de classeD3k : alors f 000= f montre que f 000est
de classeD3k , donc f est de classeD3k+3 . Par r¶ecurrence,nousobtenonsque f est de classeD3k pour
tout k > 1, donc f de classeD1 , ce qui est la mêmechosequ'être de classeC1 .

16. { Que la fonction nulle soit une solution polynomiale de (E) est une cons¶equencede la lin¶earit¶e
de cette ¶equation. C'est la seule: si f est une fonction polynôme autre que la fonction nulle, alors,
notant n son degr¶e, nous aurons deg(f 000) 6 n ¡ 3, donc f 000ne peut être ¶egaleµa f .

17. { Ceci est une cons¶equenceimm¶ediate de l'¶egalit¶e ¶etablie µa la question 7 : chaque ¶el¶ement de G

est invariant par D̂
3
, donc par D 3, ce qui revient µa dire qu'il appartient au noyau de T .
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18. { f est de classeD3, donc f , f 0 et f 00sont d¶erivables; alors g est d¶erivable en tant que sommede
fonctions qui le sont. g0 = (f 00+ f 0 + f )0 = f 000+ f 00+ f 0 = f + f 00+ f 0 = f 00+ f 0 + f = g puisque
f 000= f . Donc g est solution de l'¶equation di®¶erentielle y0 = y.

19. { C'est la droite vectorielle engendr¶eepar f 1.

20. { Il s'agit d'une ¶equation di®¶erentielle lin¶eaire du deuxiµeme ordre, µa coe±cients constants et
homogµene. La th¶eorienous dit de r¶esoudred'abord l'¶equation caract¶eristique associ¶eer 2 + r + 1 = 0 :
le discriminant de celle-ci est ¢ = 12 ¡ 4 £ 1 £ 1 = ¡ 3 < 0 ; donc cette ¶equation possµede deux

solutions complexesconjugu¶eesr 1 =
¡ 1 ¡ i

p
3

2
et r 2 =

¡ 1 + i
p

3
2

. Les solutions µa valeurs complexes

de l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0+ y = 0 sont donc les fonctions de la forme suivante :

t 7! ¸ exp
( ¡ 1 ¡ i

p
3

2
t
)

+ ¹ exp
( ¡ 1 + i

p
3

2
t
)

oµu ¸ et ¹ sont descomplexesarbitraires. Mais nous savons aussique les solutions µa valeurs r¶eelles de
cette même¶equation sont les fonctions de la forme suivante :

t 7! ®e¡ t= 2 sin
(p

3
2

t
)

+ ¯ e¡ t= 2 cos
(p

3
2

t
)

= ®f 2(t) + ¯ f 3(t)

oµu ® et ¯ sont deux r¶eelsarbitraires ; une autre fa»con de le dire est que l'ensemble des solutions de
l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0 + y = 0 est le plan vectoriel engendr¶e par f 2 et f 3 : donc (f 2; f 3) est
une basede cet ensemble.

21. { Il nous su±t de trouver une solution particuli µere de cette ¶equation di®¶erentielle. Le second
membre est une hh exponentielle polynômei i , et le coe±cient de t dans l'exponentielle (soit 1) n'est
pas solution de l'¶equation caract¶eristique ; la th¶eorie nous dit de chercher une solution h de la forme
t 7! ¹e t ; alors h = h0 = h00, donc h00+ h0 + h est la fonction t 7! 3¹e t , et il est clair qu'il su±t de
prendre ¹ = ¸= 3. Donc les solutions de l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0+ y = ¸e t sont les fonctions de
la forme:

t 7! ®e¡ t= 2 sin
( t

p
3

2

)
+ ¯ e¡ t= 2 cos

( t
p

3
2

)
+

¸
3

et

22. { Des questions18 et 19, nous d¶eduisonsqu'il existe un r¶eel ¸ tel que g = ¸f 1. Ainsi, de par la
d¶e¯nition de g, la fonction f est solution de l'¶equation di®¶erentielle y00+ y0+ y = ¸e t . Le r¶esultat de

la question 21 nous permet d'a±rmer l'existence de r¶eels® et ¯ tels que f =
¸
3

f 1 + ®f 2 + ¯ f 3 : ceci

montre bien l'appartenance de f µa G.

FIN


