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Problµeme 1

Partie I

Soit ` un r¶eel. On note f l'application de R+ dans R d¶e¯nie par f (x) =
sinx

x
si x > 0 et f (0) = `.

Pour n 2 N, on note I n l'in tervalle [n¼; (n + 1)¼].

1. { Quelle valeur faut-il donner µa ` pour que f soit continue µa droite en 0 ?

On supposed¶esormaisque ` a cette valeur.

2. { Montrez que f est de classeC1 (c'est-µa-dire : d¶erivable, et µa d¶eriv¶ee continue) sur l'in tervalle
[0; + 1 [ et explicitez la d¶eriv¶eede f µa droite en 0.

3. { Soit n > 1. Montrez que, dans l'in tervalle I n , l' ¶equation x cosx = sinx possµede une et une
seulesolution, que l'on notera xn .

4. { D¶eterminez un ¶equivalent trµes simple de xn , lorsque n tend vers l'in¯ni.

5. { D¶ecrivez rapidement les variations de f dans l'in tervalle I 0, puis dans les intervalles I 2n ¡ 1 et
I 2n pour n > 1.

6. { D¶eterminez l'allure de la courbe repr¶esentativ e de f .

Partie II

7. { Justi¯er l'existence de l'application F d¶e¯nie sur R+ par F (x) =
Z x

0
f (t) dt.

Pour n 2 N, on note un = F ((n + 1)¼) ¡ F (n¼) =
Z (n +1) ¼

n¼
f (t) dt.

8. { Quel est le signede un ?

9. { Montrez que la suite de terme g¶en¶eral jun j est d¶ecroissante et convergevers 0.

10. { Que pouvez-vous dire dessuites de termes g¶en¶eraux respectifs F (2n¼) et F ((2n + 1)¼) ?

11. { Montrez que la suite de terme g¶en¶eral F (n¼) convergeversune limite ¹ (que l'on ne cherchera
pas µa d¶eterminer).

12. { Justi¯ez l'encadrement 0 6 ¹ 6 ¼.

13. { Pr¶eciserla limite de F (x) lorsque x tend vers + 1 , si toutefois cette limite existe.

On peut ¶etablir la formule ¹ = ¼
2 , mais c'est une autre histoire.

Partie III

Il est clair que la restriction g de f µa l'in tervalle ]0; + 1 [ est de classeC1 sur cet intervalle ; on pourrait
d'ailleurs prouver que f est de classeC1 sur l'in tervalle [0; + 1 [ mais ce n'est pas notre objectif. On
seproposesimplement d'¶etablir quelquesr¶esultats concernant la d¶eriv¶een-iµemede g, not¶eeg(n ) . En
particulier, g(0) d¶esigneg elle-m̂eme. On identi¯e un polynôme P et la fonction polynôme x 7! P(x)
qui lui est naturellement associ¶ee. Chaque polynôme sera¶ecrit selon les puissancesd¶ecroissantes de
X .

14. { Explicitez g00(x) pour x > 0.

Au vu des expressionsde g(x), g0(x) et g00(x), on se proposed'¶etablir que l'assertion A(n) suivante
est vraie pour tout n 2 N :

Il existe deux polynômesPn et Qn tels que, pour tout x > 0 :

g(n ) (x) =
Pn (x) sin(n ) x + Qn (x) sin(n +1) x

xn +1

Vous allez raisonner par r¶ecurrencesur n.
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15. { Il est clair queA(n) est vraie pour n 2 f 0;1;2g ; vousdresserezsimplement un tableau donnant
les expressionsde Pn et Qn pour cesvaleurs de n. Voyez-vous apparâ³tre une relation simple entre
Pn et Qn ?

16. { On ¯xe n 2 N, et on supposel'assertion A(n) acquise. ¶Etablissez l'assertion A(n + 1) ; vous
d¶eterminerezdesexpressionsde Pn +1 et Qn +1 en fonction de Pn et Qn .

Il r¶esulte donc desquestions15 et 16 que l'assertion A(n) est vraie pour tout n 2 N.

17. { Montrez que Pn et Qn ont tous leurs coe±cients dans Z ; pr¶ecisezle degr¶e, la parit ¶e, et le
coe±cient dominant de cespolynômes.

18. { Utilisez les formules ¶etablies µa la question 16 pour expliciter P3 et Q3.

19. { Deux polynômesU et V v¶eri¯ent U(x) sinx + V(x) cosx = 0 pour tout x > 0. Montrez que
U et V sont tous deux ¶egauxau polynôme nul.

20. { En partant de la relation xg(x) = sinx et en appliquant la formule de Leibniz, ainsi que le
r¶esultat de la question pr¶ec¶edente, mettez en ¶evidencedeux nouvelles relations liant Pn , Qn , Pn +1

et Qn +1 .

21. { Justi¯ez alors la relation P0
n = Qn , et montrez quePn est solution d'une ¶equation di®¶erentielle

du secondordre trµes simple, que l'on notera En .

22. { Il est clair que l'application © : T 7! T + T00 est un endomorphismedu R-espacevectoriel
R[X ] despolynômesµa coe±cients r¶eels. Montrez que© induit un automorphisme©n du sous-espace
Rn [X ] constitu¶e despolynômesde degr¶e n au plus ; montrez ensuite que © est un automorphisme
de R[X ]. Il r¶esultede cecique Pn est l'unique solution polynomiale de l'¶equation di®¶erentielle En .

23. { n 2 N est ¯x ¶e,et p d¶esignela partie enti µereden=2. Justi¯ez l'existenced'une famille (ak )06 k6 p

de r¶eels v¶eri¯an t Pn =
P

06 k6 p
ak X n ¡ 2k et d¶eterminez une expressionde ak faisant intervenir des

factorielles et/ou despuissances,mais d¶ebarrass¶eede tout signe
Q

.

24. { Soit n 2 N. D¶eterminezlessolutions r¶eellesde l'¶equation di®¶erentielle y00+ y = xn .

Problµeme 2
On note p : x 7! ex = exp(x), q : x 7! e2x = exp(2x) et r : x 7! ex 2

= exp(x2). On note B = (p;q; r )
et E le sous-espacevectoriel de C1 (R; R) engendr¶e par la famille B.

La partie IV est ind¶ependante desautres parties.

Partie I

On se propose de prouver que B est une base de E, au moyen de diversesm¶ethodes. De par la
d¶e¯nition de E, il nous su±t de montrer que la famille B est libre ; soit donc a, b et c trois r¶eelstels
que ap + bq+ cr = 0 (oµu 0 d¶esignela fonction nulle).

1. { L'¶etudiant Antoine a ¶evalu¶e l'expression (ap + bq+ cr)(x) pour x = 0, x = 1 et x = 2. Suivez
sa d¶emarche en l'expliquant, et concluez.

2. { Antoine a utilis ¶e une propri¶et¶e du nombre e; laquelle? Sauriez-vous justi¯er cette propri¶et¶e
autrement que par un argument du genre hh tout le monde sait bien que e ¼ 2:71828i i ?

3. { L'¶etudiant Nicolas a observ¶e le d¶eveloppement limit ¶e µa l'ordre 2, au voisinage de 0, de
l'application ap + bq+ cr. Faites commelui et concluez.

4. { L'¶etudiant Luc a eu une autre id¶ee: il s'est int¶eress¶e au comportement de chacune des trois
fonctions p, q, r au voisinagede + 1 . Reconstituezsa m¶ethode et concluez.

5. { Au fait : quelle est la dimension de E ?

On note Ã l'application qui, µa f 2 E, associe le triplet de r¶eels
¡
f (0); f 0(0); f (1)

¢
.

6. { Prouvez que Ã est un isomorphismedu R-espacevectoriel E sur le R-espacevectoriel R3.

7. { Soit f = ap+ bq+ cr un ¶el¶ement de E. Exprimez a, b et c en fonction de f (0), f 0(0) et f (1).
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Partie II

On note ' l'application de E dans lui-mêmequi, µa f 2 E, associe ' (f ) = Ap + B q + Cr oµu
8
>>>>>><

>>>>>>:

A =
2

e¡ 1
f (0) + f 0(0) +

2
e(e ¡ 1)

f (1)

B = ¡
1

e ¡ 1
f (0) ¡

1
e(e ¡ 1)

f (1)

C =
e¡ 2
e ¡ 1

f (0) ¡ f 0(0) ¡
1

e(e ¡ 1)
f (1)

8. { On note µ l'endomorphismede R3 d¶e¯ni par µ(a; b;c) = (a; b;¡ c). Montrez que ' = Ã¡ 1 ±µ±Ã.
En d¶eduire que ' est un automorphisme de l'espacevectoriel E.

9. { Exprimez ' (p), ' (q) et ' (r ) en fonction de p, q et r .

10. { ¶Ecrivez la matrice M de ' dans la baseB.

11. { D¶eterminez ' ± ' et M 2. Que pouvez-vous dire de ' ?

Partie III

12. { On note P = f f 2 E : ' (f ) = f g l'ensemble des vecteurs de E invariants par f . Montrez
que P = f f 2 E : f (1) = 0g. En d¶eduire que P est un sous-espacevectoriel de E ; d¶eterminez une
¶equation de P dans la baseB ; prouvez que P est de dimension deux; exhibez une base(e1; e2) de
P.

13. { On note D = f f 2 E : ' (f ) = ¡ f g l'ensemble desvecteursde E transform¶esen leur oppos¶e
par f . Montrez que D est un sous-espacevectoriel de E ; prouvez que D est de dimension un,
et d¶eterminez des ¶equations de D dans la base B. Exhibez une base (e3) de D, et donnez une
caract¶erisation des¶el¶ements de D.

14. { Montrez que E = P © D.

15. { Justi¯ez l'a±rmation suivante : C = (e1; e2; e3) est une basede E.

16. { Quelle est la matrice de ' dans la baseC? Caract¶erisezg¶eom¶etriquement ' .

Partie IV

On seproposede d¶evelopper ici l'id ¶eesuivie par l'¶etudiant Luc dans la premiµere partie (question 4).
On note R[X ] l'espace vectoriel r¶eel des polynômes µa coe±cients r¶eels, F l'ensemble des ¶el¶ements
de R[X ] dont le terme constant est nul ; pour n 2 N, on note Rn [X ] l'ensemble des ¶el¶ements de
R[X ] de degr¶e au plus n. On identi¯e un polynôme P et la fonction polynôme x 7! P(x) qui lui est
naturellement associ¶ee.

17. { Montrez queF est un sous-espacevectoriel de R[X ]. Quelle est la dimensionde F \ Rn [X ] ?

18. { Soit (Pk )16 k6 q une famille d'¶el¶ements de F v¶eri¯an t la condition suivante :

pour 1 6 k < q, Pk+1 (x) ¡ Pk (x) tend vers + 1 lorsque x tend vers + 1

On note f k = exp±Pk l'application qui, µa x 2 R, associe f k (x) = ePk (x ) = exp
¡
Pk (x)

¢
. Montrez que

la famille (f k )16 k6 q est libre.

FIN
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BAR µEME
² Ce barêmeest sur 100 points avec 52 points pour le ProblµemeI et 48 points pour le ProblµemeI I.

² L'atten tion descorrecteursest attir ¶eesur le fait que la qualit¶e, bonne ou mauvaise,de la r¶edaction
d'une question, peut in° uer sur le nombre de points attribu ¶es.
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Problµeme 1

Partie I

1. - 1 point

2. - 1+2 points 1 point pour la valeur de f 0
d(0) ; 2 points pour la justi¯cation de la classe

C1.
3. - 1+1 points 1 point pour la m¶ethode; 1 point pour son application correcte.

4. - 2 points On veut privil ¶egier les candidats qui donneront une r¶eponsebrµeve.

5. - 1+2+1 points 1 point pour l'¶etude sur I 0 ; 2 points pour l'¶etude sur l'un des intervalles
I 2n ¡ 1 et I 2n , 1 point pour l'autre ¶etude.

6. - 1 point

Sous-total pour cette partie : 13 points

Partie II

7. - 1 point

8. - 1 point

9. - 3 points D¶ecroissance: 2 points ; valeur de la limite : 1 point.

10. - 2 points 1 point par comportement de suite.

11. - 3 points 1 point pour la justi¯cation du fait que cessuites sont adjacentes; 2
points pour la conclusionconcernant la suite de terme g¶en¶eral F (n¼).

12. - 2 points 1 point par côt¶e de l'encadrement.

13. - 3 points

Sous-total pour cette partie : 15 points

Partie III

14. - 1 point

15. - 1 point

16. - 2 points

17. - 3 points 1 point pour l'appartenance descoe±cients µa Z ; 2 points pour le reste.

18. - 1 point

19. - 3 points

20. - 2 points

21. - 2 points 1 point pour chaque relation.

22. - 2+2 points © est un automorphisme de R[X ] : 2 points.

23. - 3 points 1 point pour l'application correcte de la formule de Leibniz ; 1 point pour
la s¶eparation et l'identi¯cation ; 1 point pour l'¶ecriture correcte de Pn .

24. - 2 points

Sous-total pour cette partie : 24 points

Total pour ce problµeme: 52 points
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Problµeme 2

Partie I

1. - 2 points

2. - 1+1 points ¶Enonc¶e de la propri¶et¶e: 1 point. Preuve: 2 points.

3. - 3 points ¶Ecriture correcte du DL : 1 point. Invocation de l'unicit ¶e du DL : 1 point.
R¶esolution du systµeme: 1 point.

4. - 3 points Mise en ¶evidencede l'¶echelonnement : 1 point ; obtention de c = 0 : 1
point ; obtention de b = 0 et a = 0 : 1 point.

5. - 1 point

6. - 2 points Preuve de l'injectivit ¶e (ou de la surjectivit ¶e) : 1 point. Restedu raison-
nement : 1 point.

7. - 3 points 1 point si la m¶ethode du pivot est bien appliqu¶ee,mais avec erreurs de
calculs; 3 points si aucun reproche.

Sous-total pour cette partie : 16 points

Partie II

8. - 2 points Preuve de la formule : 1 point. Restedu raisonnement : 1 point.

9. - 3 points 1 point par formule.

10. - 1 point

11. - 2+1+1 points 2 points pour ' ± ' ; 1 pour M 2 ; 1 pour la pr¶esencedu mot sym¶etrie .

Sous-total pour cette partie : 10 points

Partie III

12. - 5 points Caract¶erisation f (1) = 0 : 1 point ; P est un s.e.v.: 1 point ; ¶equation de
P : 1 point ; dimension de P : 1 point ; basede P : 1 point.

13. - 5 points Caract¶erisation f (0) = f 0(0) = 0 : 1 point ; D est un s.e.v.: 1 point ; dimen-
sion de D : 1 point ; ¶equations de D : 1 point ; basede D : 1 point.

14. - 2 points Argument sur les dimensions: 1 point. Preuve de l'une despropri¶et¶es: 1
point.

15. - 1 point

16. - 1+1 points Matrice de ' : 1 point ; nature de ' : 1 point.

Sous-total pour cette partie : 15 points

Partie IV

17. - 1+1 points F est un s.e.v.: 1 point. Dimension de F \ Rn [X ] : 1 point.

18. - 5 points Mise en place du raisonnement : 1 point. Choix correct de ¸ : 1 point. Ar-
gumentation analytique (limite en + 1 , ou relation de domination) : 2
points. Mise en ¶evidenced'une contradiction : 1 point.

Sous-total pour cette partie : 7 points

Total pour ce problµeme: 48 points
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Problµeme 1

1. { Il est bien connu que lim
x ! 0

sinx
x

est ¶egal µa 1 ; f est continue en 0 ssi elle possµedeen 0 une limite

¶egaleµa la valeur de f en 0, donc la valeur qui convient est ` = 1 .

2. { Pour x > 0, nous pouvons utiliser le d¶eveloppement limit ¶e µa l'ordre 3 de sin au voisinagede 0 :

f (x) ¡ f (0)
x ¡ 0

=
sin x

x ¡ 1
x

=
sinx ¡ x

x2 =
x ¡ x3=6 + o(x3) ¡ x

x2 = ¡ x=6 + o(x)

Donc
f (x) ¡ f (0)

x ¡ 0
¡ ¡ !
x ! 0

0 ce qui montre que f est d¶erivable µa droite de 0, et que f 0
d(0) = 0.

Pour x > 0, nous avons (avec µa nouveau un d¶eveloppement limit ¶e) :

f 0(x) =
x cosx ¡ sinx

x2 =
x

¡
1 ¡ x2=2 + o(x2)

¢
¡

¡
x ¡ x3=3 + o(x3)

¢

x2

=
x ¡ x3=2 ¡ x + x3=3 + o(x3)

x2 = ¡ x=6 + o(x)

Nous constatonsque lim
x ! 0+

f 0(x) = 0 ; cecimontre que f 0 est continue µa droite de 0. Commeil est clair

que f est de classeC1 sur l'in tervalle ]0; + 1 [, nous pouvons d¶esormaisa±rmer que f est de classeC1

sur l'in tervalle [0; + 1 [.

3. { Soit donc n > 1. Observons l'application Ã : x 2 I n 7! x cosx ¡ sinx. Elle est continue et
d¶erivable sur I n ; sa d¶eriv¶ee Ã0(x) = cosx ¡ x sinx ¡ cosx = ¡ x sinx garde un signe constant dans
l'in tervalle ]n¼; (n + 1)¼[, donc Ã est strictement monotone sur l'in tervalle I n . En¯n, Ã change de
signesur cet intervalle car Ã(n¼) = n¼cos(n¼) = (¡ 1)n n¼tandis que Ã((n + 1)¼) = (¡ 1)n +1 (n + 1)¼.
Le th¶eorµeme des valeurs interm¶ediaires permet alors d'a±rmer que Ã s'annule au moins une fois, ce
qui revient µa dire que l'¶equation x cosx = sinx possµede au moins une solution dans cet intervalle ;
l'unicit ¶e r¶esulte du fait que Ã, strictement monotone, est injective.

4. { De l'in ¶egalit¶e n¼ 6 xn 6 (n + 1)¼nous d¶eduisons1 6
xn

n¼
6 1 +

1
n¼

; donc
xn

n¼
¡¡ ¡ !
n !1

1, ce qui

permet de conclure: xn gn !1 n¼ .

5. { Reprenonsl'argumentation de la question 3, mais en nous int¶eressant µa l'in tervalle I 0. Ã0(x) < 0
pour x 2 ]0; ¼[ donc Ã est strictement d¶ecroissante sur I 0. Comme Ã(0) = 0, nous en d¶eduisons
Ã(x) < 0, et donc f 0(x) < 0 pour tout x 2 ]0; ¼[. Comme f 0

d(0) = 0, nous pouvons a±rmer que f est
d¶ecroissante sur l'in tervalle I 0.

Observons maintenant ce qui se passesur l'in tervalle I 2n ¡ 1, avec n > 1. Pour x 2 ](2n ¡ 1)¼; 2n¼[,
Ã0(x) est du signede Ã0

¡
(2n ¡ 1)¼+ ¼=2

¢
= ¡

¡
2n¼¡ ¼=2

¢
sin(2n¼¡ ¼=2) =

¡
2n¼¡ ¼=2

¢
> 0. Donc

Ã crô³t sur l'in tervalle I 2n ¡ 1 ; commeÃ(x2n ¡ 1) = 0, nous en d¶eduisonsque:

{ sur l'in tervalle [(2n ¡ 1)¼; x2n ¡ 1[, Ã (et par suite f 0) est n¶egative, donc f est d¶ecroissante
{ sur l'in tervalle ]x2n ¡ 1; 2n¼] Ã (et par suite f 0) est positive, donc f est croissante

Observons en¯n ce qui se passesur l'in tervalle I 2n : pour x 2 ]2n¼; (2n + 1)¼[, Ã0(x) est du signe de
Ã0(2n¼+ ¼=2) = ¡ (2n¼+ ¼=2) sin(2n¼+ ¼=2) = ¡ (2n¼+ ¼=2) < 0. Donc Ã d¶ecrô³t sur l'in tervalle
I 2n ; commeÃ(x2n ) = 0, nous en d¶eduisonsque:

{ sur l'in tervalle [2n¼; x2n [, Ã (et par suite f 0) est positive, donc f est croissante
{ sur l'in tervalle ]x2n ; (2n + 1)¼] Ã (et par suite f 0) est n¶egative, donc f est d¶ecroissante

6. { La courbe repr¶esentativ e repr¶esent¶eeµa la ¯gure 1 a ¶et¶e obtenue avec le script Maple suivant :

f := proc(x); if x=0 then 1 else sin(x)/x fi end;
plot(f,0..5*Pi);

En vue de son incorporation dans le pr¶esent document, j'ai ins¶er¶e (avant le plot ) la commande
suivante, pour hh exporter i i le trac¶e au format PostScript :
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Figure 1 : courbe repr¶esentativ e de f

plotsetup(ps,plotoutput=`antonio:lucca:niccolo:enm.ps`,
plotoptions=`portrait,noborder,height=900,width=500`);

7. { De par le choix de `, f est continue sur R+ ; µa cetitre, elle possµededesprimitiv essur cet intervalle.
F est celle de cesprimitiv esqui s'annule en 0.

8. { Distingons deux casselon la parit ¶e de n. Si n est pair : f est du signede sin t, donc positive, sur
l'in tervalle I n ; par suite un est positif. Si n est impair, f est n¶egative sur l'in tervalle I n , et donc un

est n¶egatif. R¶esumonsceci en disant que un a le signede (¡ 1)n .

9. { Commen»conspar remarquer que, pour t > 0 :
¯
¯f (t + ¼)

¯
¯ =

¯
¯
¯
sin(t + ¼)

t + ¼

¯
¯
¯ =

¯
¯
¯

sin t
t + ¼

¯
¯
¯ 6

¯
¯
¯
sin t

t

¯
¯
¯ =

¯
¯f (t)

¯
¯

Notons ensuite que cette in¶egalit¶e vaut aussi pour t = 0 puisque f (¼) = 0 et f (0) = 1. f ¶etant de
signeconstant sur l'in tervalle I n , nous pouvons ¶ecrire, avec le changement de variable t = u + ¼:

jun +1 j =

¯
¯
¯
¯

Z (n +2) ¼

(n +1) ¼
f (t) dt

¯
¯
¯
¯ =

Z (n +2) ¼

(n +1) ¼

¯
¯f (t)

¯
¯ dt =

Z (n +1) ¼

n¼

¯
¯f (u + ¼)

¯
¯ du

6
Z (n +1) ¼

n¼

¯
¯f (u)

¯
¯ du =

¯
¯
¯
¯

Z (n +1) ¼

n¼
f (u) du

¯
¯
¯
¯ = jun j
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Ceci montre que la suite de terme g¶en¶eral jun j est d¶ecroissante. Tant que nous y sommes,prouvons
que cette d¶ecroissanceest stricte : il su±t de noter que, pour t 2 ]n¼; (n + 1)¼[ on a

¯
¯f (t + ¼)

¯
¯ <¯

¯f (t)
¯
¯ et d'utiliser le th¶eorµemea±rman t que hh si une fonction est continue, de signe constant, et non

identiquement nulle sur l'in tervalle [a; b] alors son int¶egralesur cet intervalle n'est pas nulle i i .

Pour montrer que la suite consid¶er¶ee converge vers 0, il su±t d'exploiter la majoration ¶evidente
j sin tj 6 1 ; pour n > 1, nous aurons:

jun j =

¯
¯
¯
¯

Z (n +1) ¼

n¼

sin t
t

dt

¯
¯
¯
¯ 6

Z (n +1) ¼

n¼

¯
¯
¯
sin t

t

¯
¯
¯ dt =

Z (n +1) ¼

n¼

j sin tj
t

dt

6
Z (n +1) ¼

n¼

1
t

dt 6
Z (n +1) ¼

n¼

1
n¼

dt =
1
n

La conclusionest imm¶ediate.

10. { La suite de terme g¶en¶eral F (2n¼) est croissante. En e®et:

F (2(n + 1)¼) ¡ F (2n¼) =
¡
F ((2n + 2)¼) ¡ F ((2n + 1)¼)

¢
+

¡
F ((2n + 1)¼) ¡ F (2n¼)

¢

= u2n +1 + u2n

Or u2n > 0, u2n +1 6 0 et ju2n +1 j 6 ju2n j. Donc F (2(n + 1)¼) ¡ F (2n¼) > 0. De la même maniµere,
on ¶etablirait F ((2(n + 1) + 1)¼) ¡ F ((2n + 1)¼) 6 0, prouvant ainsi que la suite de terme g¶en¶eral
F ((2n + 1)¼) est d¶ecroissante.

11. { Les suites de termes g¶en¶eraux respectifs F (2n¼) et F ((2n + 1)¼) sont adjacentes: en e®et, la
premiµere est croissante, la deuxiµemeest d¶ecroissante, et jF (2n¼) ¡ F ((2n + 1)¼)j = ju2n +1 j ¡ ¡ ¡ !

n !1
0.

Ces deux suites convergent donc vers une limite commune ¹ . Il en d¶ecoule que la suite de terme
g¶en¶eral F (n¼) converge ¶egalement vers ¹ ; en e®et, soit " > 0. Comme la suite de terme g¶en¶eral
F (2n¼) convergevers ¹ , il existe un indice n0

" tel que
¯
¯F (2n¼) ¡ ¹

¯
¯ 6 " dµesque n > n0

" . De la même
maniµere, commela suite de terme g¶en¶eral F ((2n + 1)¼) convergevers ¹ , il existe un indice n00

" tel que¯
¯F ((2n + 1)¼) ¡ ¹

¯
¯ 6 " dµesque n > n00

" . Notons n" = max(2n0
" ; 2n00

" + 1). Alors, pour n > n" on aura¯
¯F (n¼) ¡ ¹

¯
¯ 6 " . Et ceci termine la d¶emonstration.

12. { Nous avons F (0) = 0. Comme la suite de terme g¶en¶eral F (2n¼) converge vers ¹ en croissant,
nous pouvons a±rmer que ¹ est positif.

De la mêmemaniµere, comme la suite de terme g¶en¶eral F ((2n + 1)¼) converge vers ¹ en d¶ecroissant,

nous pouvons a±rmer que ¹ 6 F (¼) =
Z ¼

0
f (t) dt. Mais il r¶esulte de l'¶etude e®ectu¶ee µa la question

5 que, sur l'in tervalle I 0 = [0; ¼], f d¶ecrô³t de f (0) = 1 µa f (¼) = 0. Donc F (¼) 6
Z ¼

0
dt = ¼ce qui

¶etablit la majoration ¹ 6 ¼.

13. { Notons n = bx=¼c ; on a donc n¼ 6 x < (n + 1)¼ et F (x) ¡ F (n¼) =
Z x

n¼
f (t) dt. Comme f

garde un signeconstant sur I n , il vient, avec desmajorations ¶evidentes:
¯
¯
¯
¯

Z x

n¼
f (t) dt

¯
¯
¯
¯ 6

Z x

n¼

¯
¯f (t)

¯
¯ dt 6

Z (n +1) ¼

n¼

¯
¯f (t)

¯
¯ dt = jun j

Nous en d¶eduisonsla majoration
¯
¯F (x) ¡ F (n¼)

¯
¯ 6 jun j, ¶equivalente µa l'encadrement

F (n¼) ¡ jun j 6 F (x) 6 F (n¼) + jun j

Et maintenant, faisonstendre x vers + 1 : n va lui aussi tendre vers + 1 , donc F (n¼) tend vers ¹ et
jun j tend vers 0. Le th¶eorµeme des trois suites nous permet de conclure: F (x) tend vers ¹ lorsque x
tend vers + 1 .

14. { g00(x) =
x2(¡ x sinx) ¡ 2x(x cosx ¡ sinx)

x4 =
(¡ x2 + 2) sin(x) ¡ 2x cos(x)

x3 . Compte tenu de la

suite, on ¶ecrit plut ôt ce r¶esultat sousla forme g00(x) =
(x2 ¡ 2) sin00x + 2x sin000x

x3

15. { Voici le tableau r¶esumant les r¶esultats obtenus, en notant que g0(x) =
x sin0(x) + sin00x

x2 :
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n 0 1 2
Pn 1 X X 2 ¡ 2
Qn 0 1 2X

Constatons que l'on a dans chaquecolonneP0
n = Qn .

16. { Notons Tn (x) = Pn (x) sin(n ) x + Qn (x) sin(n +1) x. D¶erivons les deux membres de la relation

g(n ) (x) =
Tn (x)
xn +1 , il vient :

g(n +1) (x) =
xn +1 T0

n (x) ¡ (n + 1)xn Tn (x)
x2n +2 =

xT 0
n (x) ¡ (n + 1)Tn (x)

xn +2

Or sin(n ) x = ¡ sin(n +2) x ; donc:

T0
n (x) = P0

n (x) sin(n ) x + Pn (x) sin(n +1) x + Q0
n (x) sin(n +1) x + Qn (x) sin(n +2) x

= (Pn (x) + Q0
n (x)) sin(n +1) x ¡ (P0

n (x) ¡ Qn (x)) sin(n +2) x

nous en d¶eduisons:

xT 0
n (x) ¡ (n + 1)Tn (x) = (xPn (x) + xQ0

n (x) ¡ (n + 1)Qn +1 (x)) sin(n +1) x

+ (xQn (x) ¡ xP 0
n (x) + (n + 1)Pn +1 (x)) sin(n +2) x

D'oµu les formules demand¶ees:

Pn +1 = X (Pn + Q0
n ) ¡ (n + 1)Qn et Qn +1 = X (Qn ¡ P0

n ) + (n + 1)Pn

17. { Proc¶edonspar r¶ecurrencepour ¶etablir que l'assertion B(n) suivante :
hh les coe±cients de Pn et de Qn sont tous dans Z i i

est vraie pour tout n 2 N. B(0) est vraie car P0 = 1 et Q0 = 0. SupposonsB(n) acquise; les
coe±cients de Pn et de Qn ¶etant tous dans Z, il en est de mêmedescoe±cients de P0

n et Q0
n , donc de

ceux de Pn +1 = X (Pn + Q0
n ) ¡ (n + 1)Qn et Qn +1 = X (Qn ¡ P0

n ) + (n + 1)Pn ; ceci¶etablit l'assertion
B(n + 1) et termine la preuve.

Proc¶edonsµa nouveau par r¶ecurrencepour ¶etablir que l'assertion D(n) suivante :

Pn est unitaire de degr¶e n et a la parit ¶e de n
Qn est de degr¶e n ¡ 1, son coe±cient dominant est n, et sa parit ¶e est oppos¶eeµa celle de n

est vraie pour tout n 2 N¤. D(1) est vraie : P1 = X et Q1 = 1. Supposons D(n) acquise; de
l'expression Pn +1 = X (Pn + Q0

n ) ¡ (n + 1)Qn nous d¶eduisonsimm¶ediatement que Pn +1 est de degr¶e
n + 1 (car X Pn l'est tandis que X Q0

n ¡ (n + 1)Qn est de degr¶e au plus n), unitaire (car son coe±cient
dominant est celui de X Pn ), et a la parit ¶e de n + 1 car chacun destermes X Pn , X Q0

n et (n + 1)Qn a
la parit ¶e oppos¶eeµa celle de n.
Observonsmaintenant l'expressionQn +1 = X (Qn ¡ P0

n ) + (n + 1)Pn : il est clair que Qn +1 est de degr¶e
au plus n. Les coe±cients de X n ¡ 1 dans Qn et P0

n sont tous deux ¶egaux µa n, donc le coe±cient de
X n dans Qn +1 est ¶egal µa n + 1, ce qui implique que le degr¶e de Qn +1 est ¶egal µa n. En¯n, Qn +1 a la
parit ¶e oppos¶eeµa celle de n + 1, car chacun destermes X Qn , X P0

n et (n + 1)Qn a la parit ¶e de n ; ceci
¶etablit l'assertion D(n + 1) et termine la preuve. L'assertion D(0) est vraie, sauf en ce qui concernele
degr¶e de Q0 = 0 (par convention, ce degr¶e vaut ¡1 ).

18. { Calculs et r¶esultats:
P3 = X (P2 + Q0

2) ¡ 3Q2 = X (X 2 ¡ 2 + 2) ¡ 3(2X ) = X 3 ¡ 6X

Q3 = X (Q2 ¡ P0
2) + 3P2 = X (2X ¡ 2X ) + 3(X 2 ¡ 2) = 3X 2 ¡ 6

19. { Pour tout n 2 N¤, nous aurons en particulier U(2n¼) sin(2n¼) + V(2n¼) cos(2n¼) = 0, soit
V (2n¼) = 0 ; le polynômeV , ayant une in¯nit ¶e de racinesr¶eelles,est n¶ecessairement le polynômenul.
En rempla»cant 2n¼ par 2n¼+ ¼=2 dans la preuve pr¶ec¶edente, nous montrerions de la même fa»con
U = 0.

20. { D¶erivons n + 1 fois les deux membres de l'¶egalit¶e xg(x) = sinx ; il vient, pour x > 0 :

xg(n +1) (x) + (n + 1)g(n ) (x) = sin(n +1) (x)
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soit :

x
Pn +1 (x) sin(n +1) (x) + Qn +1 (x) sin(n +2) (x)

xn +2 + (n + 1)
Pn (x) sin(n ) (x) + Q(n ) (x) sin(n +1) (x)

xn +1

= sin(n +1) (x)

Multiplions les deux membres par xn +1 , regroupons et utilisons sin(n +2) (x) = ¡ sin(n ) (x) :
¡
Pn +1 (x) + (n + 1)Qn (x) ¡ xn +1 ¢

sin(n +1) (x) +
¡
(n + 1)Pn (x) ¡ Qn +1 (x)

¢
sin(n ) (x)

Le r¶esultat de la question pr¶ec¶edente s'applique alors (en toute rigueur, il faudrait d¶etailler en distin-
guant deux casde ¯gure selon la parit ¶e de n) et nous permet d'¶ecrire les relations demand¶ees:

Pn +1 = X n +1 ¡ (n + 1)Qn et Qn +1 = (n + 1)Pn

21. { En rapprochant lesrelations Qn +1 = (n+ 1)Pn et Qn +1 = X (Qn ¡ P0
n )+ (n+ 1)Pn noustrouvons

X (Qn ¡ P0
n ) = 0, donc Qn ¡ P0

n = 0 soit P0
n = Qn .

En rapprochant maintenant les relations Pn +1 = ¡ (n + 1)Qn et Pn +1 = X (Pn + Q0
n ) ¡ (n + 1)Qn

il vient X (Pn + Q0
n ) = X n +1 puis Pn + Q0

n = X n . Mais nous venonsd'¶etablir Qn = P0
n , dont nous

d¶eduisonsQ0
n = P00

n et ¯nalement Pn + P00
n = X n .

22. { Il est clair que T et ©(T) ont mêmedegr¶e; ceci montre que Rn [X ] est un sous-espacede R[X ]
stable par ©, et justi¯e donc l'existence de l'endomorphisme ©n de Rn [X ] induit par ©. Ceci montre
¶egalement que le noyau de ©, commecelui de ©n , se r¶eduisent au polynôme nul, et par suite que ces
endomorphismessont injectifs. Mais alors ©n , en tant qu'endomorphismeinjectif de l'espaceRn [X ],
lequel est de dimension ¯nie (µa savoir n + 1), est un automorphisme de Rn [X ]. Il reste µa prouver que
© est surjectif. Soit U 2 R[X ] ; soit n un naturel au moins ¶egal au degr¶e de U ; U appartient µa Rn [X ]
donc possµedeun ant¶ec¶edent T par ©n ; mais alors T est aussiant¶ec¶edent de U par ©.

23. { Partons de la relation g(x) =
sinx

x
=

1
x

sinx et utilisons la formule de Leibniz pour d¶eriver n

fois sesdeux membres:

f (n ) (x) =
X

06 k6 n

Ck
n

dk

dxk

³ 1
x

´ dn ¡ k

dxn ¡ k (sin x) =
X

06 k6 n

Ck
n

(¡ 1)k k!
xk+1 sin(n ¡ k ) (x)

=
n!

xn +1

X

06 k6 n

(¡ 1)k xn ¡ k sin(n ¡ k ) (x)
(n ¡ k)!

En s¶eparant, dans la derniµere somme¶ecrite, les termes d'indice pair et ceux d'indice impair, il vient :

f (n ) (x) =
n!

xn +1

X

06 2p6 n

(¡ 1)2pxn ¡ 2p sin(n ¡ 2p) (x)
(n ¡ 2p)!

+
n!

xn +1

X

06 2p¡ 16 n

(¡ 1)2p¡ 1xn ¡ 2p+1 sin(n ¡ 2p+1) (x)
(n ¡ 2p + 1)!

Or sin(n ¡ 2p) (x) = (¡ 1)p sin(n ) (x) et sin(n ¡ 2p+1) (x) = (¡ 1)p sin(n +1) (x). Donc :

f (n ) (x) =
n!

xn +1

X

06 2p6 n

(¡ 1)pxn ¡ 2p sin(n ) (x)
(n ¡ 2p)!

+
n!

xn +1

X

06 2p¡ 16 n

(¡ 1)p+1 xn ¡ 2p+1 sin(n +1) (x)
(n ¡ 2p + 1)!

En rapprochant cette derniµere expressionde f (n ) (x) =
Pn (x) sin(n ) (x) + Qn (x) sin(n +1) (x)

xn +1 , et en

appliquant le r¶esultat de la question 19, nous en d¶eduisonsla formule :

Pn = n!
X

06 2p6 n

(¡ 1)p

(n ¡ 2p)!
X n ¡ 2p

24. { Les solutions sur R de l'¶equation di®¶erentielle y00+ y = 0 sont les fonctions de la forme x 7!
a sinx + bcosx, oµu a et b sont deux constantes r¶eelles. Par ailleurs, nous avons ¶etabli plus haut
que Pn (en tant que polynôme) est une solution de l'¶equation di®¶erentielle En ; ce qui revient µa dire
que Pn (en tant que fonction de R dans R) est solution particuli µere sur R de l'¶equation di®¶erentielle
y + y00= xn . Conclusion: les solutions sur R de cette ¶equation di®¶erentielle sont les fonctions de la
forme x 7! a sinx + bcosx + Pn (x), oµu a et b sont deux constantes r¶eelles.
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Problµeme 2

1. { Antoine ¶ecrit ainsi une condition n¶ecessaire v¶eri¯ ¶eepar a, b et c :
8
>><

>>:

(ap + bq+ cr)(0) = 0

(ap + bq+ cr)(1) = 0

(ap + bq+ cr)(2) = 0

)

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

ae+ be2 + ce= 0

ae2 + be4 + ce4 = 0

)

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

a + be+ c = 0 L 2 Ã L 2=e

a + be2 + ce2 = 0 L 3 Ã L 3=e2

)

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

(e ¡ 1)b = 0 L 2 Ã L 2 ¡ L 1

(1 ¡ e2)a = 0 L 3 Ã L 3 ¡ e2L 1

L 2 implique b = 0 ; L 3 implique a = 0 ; ces r¶esultats report¶es dans L 1 nous donnent c = 0, ce qui
termine la preuve.

2. { Antoine a implicitement divis¶e les lignes L 2 et L 3 du dernier systµemepar e ¡ 1 et 1 ¡ e2 respec-
tiv ement, ce qui supposequ'aucun de cesdeux nombres n'est nul. Antoine a probablement utilis ¶e la
minoration e > 1. ¶Etablissons celle-ci µa partir de la d¶e¯nition de e: c'est le r¶eel v¶eri¯an t ln e = 1.
Comme ln 1 = 0, la stricte croissancede la fonction logarithme n¶ep¶erien su±t pour conclure.

3. { ap + bq+ cr ¶etant ¶egale µa la fonction nulle, la partie r¶eguliµere de son d¶eveloppement limit ¶e µa
l'ordre 2 au voisinagede 0 est le polynôme nul, ce qui nous donnera trois conditions portant sur a, b
et c ; avec un peu de chance,celles-cipermettront d'¶etablir a = b = c = 0. Voyons ceci de prµes:

(ap + bq+ cr)(x) = ap(x) + bq(x) + cr(x) = aex + be2x + cex 2

= a
³

1 + x +
x2

2
+ o(x2)

´
+ b

³
1 + 2x + 2x2 + o(x2)

´
+ c

³
1 + x2 + o(x2)

´

= (a + b+ c) + (a + 2b)x +
³ a

2
+ 2b+ c

´
x2 + o(x2)

L'unicit ¶e du d¶eveloppement limit ¶e permet d'¶ecrire le systµeme d'¶equations

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

a + 2b = 0
a
2

+ 2b+ c = 0

dont la

r¶esolution est banale.

4. { Remarquons que p(x) = ex est n¶egligeable devant q(x) = e2x , lui-même n¶egligeable devant
r (x) = ex 2

lorsque x tend vers + 1 . soit donc a, b et c tels que ap + bq+ cr = 0. Supposonsc non
nul : on pourrait ¶ecrire r (x) = ¡ a

c p(x) ¡ b
c q(x) ; mais cette relation est contradictoire car, lorsque x

tend vers + 1 , le membre de droite est n¶egligeabledevant le membre de gauche. C'est donc que c est
nul ; on d¶emontre de la même fa»con b = 0. En¯n, comme p n'est pas la fonction nulle, il en r¶esulte
a = 0.

5. { La famille B est une basede E et est form¶eede trois ¶el¶ements ; donc la dimension de E est ¶egale
µa trois.

6. { La lin¶earit¶e de Ã d¶ecoulede la lin¶earit¶e de la d¶erivation, consid¶er¶ee comme endomorphismede
C1 (R), et de la lin¶earit¶e de l'op¶erateur f 7! f (®) (oµu ® 2 R est ¯x ¶e).

Comme E est R3 ont mêmedimension, il su±t, pour prouver que Ã est un isomorphisme,de montrer
que son noyau ser¶eduit µa la fonction nulle :

ap + bq+ cr 2 kerÃ )

8
>><

>>:

(ap + bq+ cr)(0) = 0

(ap + bq+ cr)0(0) = 0

(ap + bq+ cr)(1) = 0

)

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

a + 2b = 0

ae+ be2 + ce= 0

)

8
>><

>>:

a + b+ c = 0

b¡ c = 0

b(e2 ¡ e) = 0

Le dernier systµeme (obtenu avec les transformations L 2 Ã L 2 ¡ L 1 et L 3 Ã L 3 ¡ eL 1) implique
clairement a = b = c = 0 donc ap + bq+ cr = 0 et ceci achµeve la preuve.
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7. { Il su±t de r¶esoudrele systµemede trois ¶equations (aux inconnuesa, b et c) form¶e en ¶ecrivant que
les fonctions ap+ bq+ cr et f prennent la mêmevaleur en 0, la mêmevaleur en 1, et que leurs d¶eriv¶ees
respectives prennent la même valeur en 0 ; on utilise les mêmes transformations qu'µa la question
pr¶ec¶edente.

8
><

>:

(ap + bq+ cr)(0) = f (0)

(ap + bq+ cr)0(0) = f 0(0)

(ap + bq+ cr)(1) = f (1)

( )

8
><

>:

a + b+ c = f (0)

a + 2b = f 0(0)

ae+ be2 + ce= f (1)

( )

8
><

>:

a + b+ c = f (0)

b¡ c = f 0(0) ¡ f (0)

b(e2 ¡ e) = f (1) ¡ ef (0)

La troisiµeme¶equation du dernier systµeme¶ecrit nous donne:

b =
f (1) ¡ ef (0)

e(e ¡ 1)
= ¡

1
e ¡ 1

f (0) +
1

e(e ¡ 1)
f (1)

Reportons ceci dans la deuxiµeme¶equation de ce mêmesystµeme:

c = f (0) ¡ f 0(0) + b =
e¡ 2
e ¡ 1

f (0) ¡ f 0(0) +
1

e(e ¡ 1)
f (1)

En¯n, cesdeux r¶esultats report¶esdans la premiµere ¶equation donnent :

a = f (0) ¡ b¡ c =
2

e¡ 1
f (0) + f 0(0) ¡

2
e(e ¡ 1)

f (1)

8. { Remarquons que les formules exprimant (A; B ; C) en fonction de f ne di®µerent de celles qui
expriment (a; b;c) que par le remplacement de f (1) par ¡ f (1) ; nous avons donc

' (f ) = Ap + B q + Cr = Ã¡ 1¡
f (0); f 0(0; ¡ f (1)

¢
= Ã¡ 1¡

µ
¡
f (0); f 0(0; f (1)

¢¢

= (Ã¡ 1 ±µ)
¡
f (0); f 0(0; f (1)

¢
= (Ã¡ 1 ±µ)

¡
Ã(f )

¢
= (Ã¡ 1 ±µ ±Ã)( f )

Ceci vaut pour tout f 2 E, donc ' = Ã¡ 1 ±µ ±Ã.

Il est clair que µ ± µ = IdR3 . Du coup, ' est un automorphisme de E, car c'est par d¶e¯nition une
application de E dans lui-même,et elle est la compos¶eede trois isomorphismesd'espacesvectoriels.

9. { Nous noterons (Ap; Bp; Cp) les coordonn¶eesde ' (p) dans la baseB.
p(x) = ex , donc p0(x) = ex , p(0) = p0(0) = 1 et p(1) = e; en reportant :

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Ap =
2

e¡ 1
+ 1 +

2
e(e ¡ 1)

=
2e+ e(e ¡ 1) + 2e

e(e ¡ 1)
=

e2 + 3e
e(e ¡ 1)

=
e+ 3
e¡ 1

Bp = ¡
1

e ¡ 1
¡

e
e(e ¡ 1

= ¡
2

e ¡ 1

Cp =
e¡ 2
e ¡ 1

¡ 1 ¡
e

e(e ¡ 1)
=

e ¡ 2 ¡ (e ¡ 1) ¡ 1
e ¡ 1

= ¡
2

e ¡ 1

nous en d¶eduisons ' (p) =
(3 + e)p ¡ 2q ¡ 2r

e ¡ 1
.

q(x) = e2x , donc q0(x) = 2e2x , q(0) = 1, q0(0) = 2 et q(1) = e2 ; en reportant :
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

Aq =
2

e¡ 1
+ 2 +

2e2

e(e ¡ 1)
=

2 + 2(e ¡ 1) + 2e
e¡ 1

=
4e

e¡ 1

Bq = ¡
1

e ¡ 1
¡

e2

e(e ¡ 1)
= ¡

e+ 1
e¡ 1

Cq =
e¡ 2
e ¡ 1

¡ 2 ¡
e2

e(e ¡ 1)
=

e ¡ 2 ¡ 2(e ¡ 1) ¡ e
e(e ¡ 1)

= ¡
2e

e ¡ 1

D'oµu ' (q) =
4ep¡ (e+ 1)q ¡ 2er

e ¡ 1
.

r (x) = ex 2
, donc r 0(x) = 2xex 2

, r (0) = 1, r 0(0) = 0 et r (1) = e; en reportant :
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¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

A r =
2

e¡ 1
+

2e
e(e ¡ 1)

=
4

e ¡ 1

B r = ¡
1

e ¡ 1
¡

e
e(e ¡ 1)

= ¡
2

e ¡ 1

Cr =
e¡ 2
e ¡ 1

¡
e

e(e ¡ 1)
=

e ¡ 3
e ¡ 1

D'oµu ' (r ) =
4p ¡ 2q + (e ¡ 3)r

e ¡ 1
.

10. { La question pr¶ec¶edente nous donne les colonnesde M :

M =
1

e¡ 1

0

@
3 + e 4e 4
¡ 2 ¡ e ¡ 1 ¡ 2
¡ 2 ¡ 2e e ¡ 3

1

A

11. { Comme µ2 = IdR3 , on a :

' ± ' = (Ã¡ 1 ±µ ±Ã) ± (Ã¡ 1 ±µ ±Ã) = Ã¡ 1 ±µ ± (Ã ±Ã¡ 1) ±µ ±Ã = Ã¡ 1 ±µ2 ±Ã = IdE

nous en d¶eduisonsM 2 = I 3 (la matrice identit ¶e d'ordre 3). ' est un endomorphismeinvolutif de E :
c'est donc une sym¶etrie de E.

12. { L'¶egalit¶e ' (f ) = f ¶equivaut, d'aprµes la question 8, µa (Ã¡ 1 ± µ ± Ã)( f ) = f soit (comme Ã
est bijective) (µ ± Ã)( f ) = (Ã)( f ) ou encore

¡
f (0); f 0(0); ¡ f (1)

¢
=

¡
f (0); f 0(0); f (1)

¢
soit ¯nalement

f (1) = 0 .

P est alors un sous-espacevectoriel de E, en tant que noyau de la forme lin¶eaire f 2 E 7! f (1).
Remarque: on pouvait aussinoter que P est le noyau de l'endomorphisme ' ¡ I dE.

Soit f = ap+ bq+ cr un ¶el¶ement de E ; on a f (1) = ap(1) + bq(1) + cr(1) = e(a+ eb+ c) (calcul e®ectu¶e
µa la question 9) ; donc une ¶equation de P est a + eb+ c = 0 .

La forme lin¶eaire f 2 E 7! f (1) n'est pas identiquement nulle : on a par exemple p(1) = e 6= 0. Le
th¶eorµeme du rang permet alors d'a±rmer que la dimension de P (noyau de cette forme lin¶eaire) est
¶egaleµa 3 (dimension de E) moins 1 (dimension de R), soit 2 : P est un plan.

Exhibons une basede P en choisissant deux vecteursde P ind¶ependants ; par exemplee1 = p ¡ r et
e2 = ep¡ q.

13. { L'¶egalit¶e ' (f ) = ¡ f ¶equivaut, d'aprµesla question 8, µa (Ã¡ 1 ±µ±Ã)( f ) = ¡ f soit (comme Ã est
bijective) (µ ± Ã)( f ) = ¡ (Ã)( f ) ou encore

¡
f (0); f 0(0); ¡ f (1)

¢
= ¡

¡
f (0); f 0(0); f (1)

¢
soit ¯nalement

f (0) = f 0(0) = 0 .

D est un sous-espacevectoriel de E, en tant quenoyau de l'endomorphisme' ¡ I dE ; ou, si l'on pr¶efµere,
en tant qu'intersection desnoyaux desformes lin¶eairesf 7! f (0) et f 7! f 0(0).

Soit f = ap + bq+ cr un ¶el¶ement de E ; avec les calculs e®ectu¶esµa la question 9, on a :

f (0) = ap(0) + bq(0) + cr(0) = a + b+ c et f 0(0) = ap0(0) + bq0(0) + cr0(0) = a + 2b

Les ¶egalit¶es a + b+ c = 0 et a + 2b = 0 constituent donc des¶equations de P dans la baseB.

D apparâ³t ainsi commel'in tersectiondedeux plans (d'¶equationsrespectivesa+ b+ c = 0 et a+ 2b = 0) ;
cesdeux plans ¶etant clairement distincts, D est de dimension 1.

Le vecteur non nul e3 = (2; ¡ 1; ¡ 1) appartient µa D, et constitue donc une base de cette droite
vectorielle.

14. { Compte tenu desdimensionsrespectivesde E, P et D il su±t de prouver que P \ D ser¶eduit µa
la fonction nulle ; la fa»con la plus simple de le prouver consisteµa remarquer qu'un ¶el¶ement f de P \ D
v¶eri¯e µa la fois ' (f ) = f et ' (f ) = ¡ f , donc f = ¡ f soit f = 0.

15. { Comme E est de dimension 3 et que C contient exactement trois ¶el¶ements, il su±t de prouver
que C est une famille g¶en¶eratrice. Soit f 2 E ; commeE = P © D, il existe g 2 P et h 2 D telles que
f = g+ h. Ensuite, comme(e1; e2) est une basede P, il existedesr¶eelsa et b tels queg = ae1 + be2 ; de
même,commee3 engendreD, il existe un r¶eel c tel que h = ce3. On obtient alors f = ae1 + be2 + ce3,
ce qui termine la preuve.
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16. { Nous avons ' (e1) = e1, ' (e2) = e2 et ' (e3) = ¡ e3. Donc la matrice de ' dans la baseC est

M atC(' ) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 ¡ 1

1

A

' est la sym¶etrie par rapport au plan P, parallµelement µa la droite D.

17. { Le terme constant d'un polynôme P est ¶egal µa la valeur P(0) prise par ce polynôme en 0. Ceci
montre que F est un sous-espacede R[X ], en tant que noyau de la forme lin¶eaire P 7! P(0).

Consid¶eronsla restriction µa Rn [X ] de la forme lin¶eairepr¶ec¶edente ; clairement, sonnoyau estF \ Rn [X ].
Cette forme lin¶eaire n'est pas la forme nulle (par exemple le polynôme 1 n'est pas dans son noyau)
donc son image est R tout entier ; par suite, son rang est ¶egal µa 1. Le th¶eorµemedu rang nous permet
alors d'a±rmer que la dimension de son noyau est ¶egaleµa n, puisque la dimension de Rn [X ] est ¶egale
µa n + 1.

18. { Raisonnons par l'absurde. Soit (¸ k )16 k6 q une famille de r¶eels non tous nuls, telle queX

16 k6 q

¸ k f k = 0. Nous ne restreignons pas la g¶en¶eralit¶e en supposant ¸ q 6= 0. Comme la fonction

f q ne s'annule pas sur R, nous pouvons alors ¶ecrire:
X

16 k<q

¸ k
f k

f q
= ¡ ¸ q ; pour tout x 2 R, nous

aurons:

(R) :
X

16 k<q

¸ k
f k (x)
f q(x)

= ¡ ¸ q

Faisonstendre x vers + 1 ; pour tout k 2 [[1; q ¡ 1]] on aura :

Pq(x) ¡ Pk (x) =
X

k6 j <q

¡
Pj +1 (x) ¡ Pj (x)

¢
¡ ¡ ¡ ¡ !
x ! + 1

+ 1

car, par hypothµese,chacune des quantit ¶es Pj +1 (x) ¡ Pj (x) tend vers + 1 lorsque x tend vers + 1 .

Dans cesconditions, Pk (x) ¡ Pq(x) ¡ ¡ ¡ ¡ !
x ! + 1

¡1 et donc
f k (x)
f q(x)

= ePk (x ) ¡ Pq (x ) ¡ ¡ ¡ ¡ !
x ! + 1

0. Nous mettons

ainsi en ¶evidenceune contradiction : le membre de gauche de la relation (R) tend vers 0, alors que le
membre de droite est une constante non nulle.

FIN


