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Problgme 1

Partie |

R — —. sinx . .
Soit * un r@el. On note f I'application de R, dansR d€ nie par f (x) = — SIX >0etf(0)=".
Pour n 2 N, on note | , l'intervalle [n%; (n + 1)¥].

1. { Quelle valeur faut-il donner g " pour quef soit cortinue p droite en0?

On supposed@sormaisque ~ a cette valeur.

2. { Montrez que f est de classeC! (c'est-p-dire: d§rivable, et p d§rivEe continue) sur l'intervalle
[0;+ 1 [ et explicitez la d§rivBede f g droite en 0.

3. { Soit n > 1. Montrez que, dans l'intervalle | ,, I'Bquation x cosx = sinx posgde une et une
seulesolution, que l'on notera Xp.

4. { D$terminez un §quivalent trps simple de x,,, lorsque n tend vers I'in ni.

5. { Dcrivez rapidemert les variations de f danslintervalle | ¢, puis danslesintervalles| 2y, 1 et
| n pour n > 1.

6. { D$terminezl'allure de la courbe reprsetative def.

Partie 11
Z X
7. { Justi er I'existence de l'application F d§ nie sur R, par F(x) = f (t) dt.
0
z (n+1) Ya
Pourn2 N,onnoteu, = F((n+ 1)¥ i F(n¥) = f (1) dt.

nYa
8. { Quel estle signede u, ?

9. { Montrez que la suite de terme g8nral ju,j est d§croissare et convergeversO0.

10. { Que pouvez-wusdire dessuites de termes ggniraux respectifs F (2n¥) et F ((2n + 1)) ?

11. { Montrez quela suite de terme g@nfiral F (n¥) convergeversune limite * (que l'on ne cherchera
pas p d§terminer).

12. { Justi ez I'encadremert 06 * 6 Y4

13. { Pr#ciserla limite de F(x) lorsquex tend vers+ 1 , si toutefois cette limite existe.

On peut §tablir la formule ¢ = %, mais c'est une autre histoire.

Zl
Partie 111

Il estclair quela restriction gdef plintervalle]0;+ 1 [ estdeclasseCt sur cetintervalle; on pourrait
dailleurs prouver que f estde classeC! sur l'intervalle [0;+ 1 [ mais ce n'est pas notre objectif. On
se proposesimplemert d'§tablir quelquesrsultats concernari la d€rivEe n-ipmede g, not§eg(™). En
particulier, g d@signeg elle-méme. On identi e un polyndbme P et la fonction polyndmex 7! P(x)
qui lui est naturellement assaie. Chaque polyndbme serafcrit selonles puissancesd§croissanes de
X.

14. { Explicitez g°{x) pour x > 0.

Au vu des expressionsde g(x), g%x) et g°{x), on se proposed'§tablir que l'assertion A(n) suivante
est vraie pour tout n 2 N:

Il existe deux polyndbmesP,, et Q, tels que, pour tout x > O:

) 7or — Pa(X) sin™ x + Qn(x) sin"*) x
g (X) N Xn+1

Vous allez raisonner par r§currencesur n.

Epreue de Mathematiquegtoutesblieres) Page2/4



CONCOURSCOMMUN 1999DESECOLESDESMINES DOALBIALES,DOUAI, NANTES

15. { Il estclair que A(n) estvraie pour n 2 f0;1;2g; vousdresseresimplemert un tableau donnart
les expressionsde P, et Q, pour cesvaleursde n. Voyez-vous apparatre une relation simple ertre
P, etQn?

16. { On xe n 2 N, et on supposel'assertion A(n) acquise. fitablissez I'assertion A(n + 1) ; vous
d&terminerezdesexpressionsde P,+; et Qn+1 enfonction de P, et Q.

r§sulte donc desquestions15 et 16 que I'assertion A(n) est vraie pour tout n 2 N.

17. { Montrez que P, et Q, ont tous leurs coexcients dans Z ; pr@cisezle degr®, la parit§, et le
coexcient dominant de cespolyndmes.

18. { Utilisez lesformules §tablies p la question 16 pour expliciter P3 et Qs.

19. { Deux polyndbmesU et V v@ri ent U(x) sinx + V(x) cosx = 0 pour tout x > 0. Montrez que
U et V sort tous deux §gauxau polyndme nul.

20. { En partant de la relation xg(x) = sinx et en appliquant la formule de Leibniz, ainsi que le
rsultat de la question pr@diderte, mettez en §videncedeux nouvellesrelations liant Py, Qn, Pn+1
et Qn+1 -

21. { Justi ez alorsla relation P,? = Q,, et montrez que P, estsolution d'une §quation di€grertielle
du secondordre trgs simple, que I'on notera E,.

22. { Il estclair que l'application © : T 7! T + T%est un endomorphismedu R-espacevectoriel
R[X ] despolyndmesp coexcients r§els. Montrez que © induit un automorphisme®©,, du sous-espace
Rn[X] constitu® des polyndbmesde deg® n au plus; montrez ensuite que © est un automorphisme
de R[X]. Il r@sultede cecique P, estl'unique solution polynomiale de I'§quation di®§rertielle E, .

23.{ n2 Nest x§,et pdgsignela partie entipreden=2. Justi ez l'existenced'une famille (ax)oe k6 p

de r@elsv@ri ant P, = agX " % et dfterminez une expressionde ay faisant intervenir des
06 k6 p
factorielles et/ou des puissancesmais d§barras§e de tout signe

24. { Soitn 2 N. D§terminezlessolutions r§ellesde I' §quation di®grertielle y°% y = x".

Problgme 2

Onnote p: x 7! & = exp(x), q: X 7! € = exp(2x) etr : x 7! & = exp(x?). On note B = (p;q;r)
et E le sous-espaceectoriel de Ct (R; R) engend® par la famille B.

La partie IV estind§pendante desautres parties.

Partie |

On se propose de prouver que B est une base de E, au moyen de diversesm@thodes. De par la
d® nition de E, il nous su+t de montrer que la famille B est libre ; soit donc a, b et c trois r§elstels
que ap+ bg+ cr = 0 (op O d@signela fonction nulle).

1. { L'§tudiant Antoine a §valu§ I'expression(ap + bg+ cr)(x) pour x = 0,x = 1l et x = 2. Suivez
sad$marde en I'expliquant, et concluez.

2. { Antoine a utilis® une propri®t® du nombre e; laquelle? Sauriez-wous justi er cette propri§t§
autrement que par un argumert du genremtout le monde sait bien que e %2 2:71828: ?

3. { L'@tudiant Nicolas a obseng le d§weloppemert limit§ g l'ordre 2, au voisinage de 0, de
I'application ap+ bg+ cr. Faites commelui et concluez.

4. { L'®§tudiant Luc a eu une autre id€e: il s'estint®res§ au comportement de chacune des trois
fonctions p, g, r au voisinagede +1 . Reconstituez sa m§thode et concluez.

5. { Au fait : quelle est la dimensionde E?

~ i ¢
On note A l'application qui, pf 2 E, assaie le triplet de r&els'f 0);f%0);f (1) .

6. { Prouvez que A estun isomorphismedu R-espacevectoriel E sur le R-espacevectoriel R3.
7. { Soitf = ap+ bg+ cr un §men de E. Exprimez a, b et ¢ enfonction def (0), f (0) et f (1).
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Partie 11

On note ' l'application de E oEI;ansIui-mzémequi, pf 2 E, ass;:ie' (f)=Ap+ Bg+ Cr ou
% A= mf (0) + f%0) + e 1)f(1)
§B= UG rc)
o= SO 0 O

8. { On note p I'endomorphismede R® d§ ni par p(a;b;c) = (a;b;j c). Montrez que' = Ai 1+p#A.
En d®duire que' estun automorphisme de I'espacevectoriel E.

9. { Exprimez ' (p), ' (g) et' (r) enfonction dep, getr.
10. { Bcrivezla matrice M de' dansla baseB.
11. { D§terminez' +' et M 2. Que pouvez-wusdire de' ?

Partie 111

12. { On note P = ff 2 E: ' (f) = fg lI'ensenble des vecteurs de E invariants par f. Montrez
queP = ff 2 E: f(1) = 0g. En d§duire que P est un sous-espaceectoriel de E; d§terminez une
fiquation de P dansla baseB ; prouvez que P est de dimension deux; exhibez une base(e;; &) de
P.

13.{ OnnoteD = ff 2 E: "' (f) = i f gl'ensenble desvecteursde E transform§s en leur oppos§
par f. Montrez que D est un sous-espacevectoriel de E; prouvez que D est de dimension un,
et d§terminez des §quations de D dans la base B. Exhibez une base (e3) de D, et donnez une
caract®risation des®l®8merns de D.

14. { Montrez queE= P © D.
15. { Justi ez l'azrmation suivante:C= (e;;&y;e3) estune basede E.
16. { Quelle estla matrice de' dansla baseC? Caract@risezg§onftriquemert ' .

Partie 1V

On seproposede d@wvelopper ici I'id §esuivie par I'@tudiant Luc dans la premigre partie (question 4).
On note R[X] l'espace vectoriel r§el des polyndmes g coexcients rels, F I'ensenble des §merts
de R[X] dont le terme constart est nul; pour n 2 N, on note R,[X] I'ensenble des §Emerts de
R[X] de degr® au plus n. On identi e un polyndbme P et la fonction polynbmex 7! P(x) qui lui est
naturellement assaie.

17. { Montrez queF estun sous-espaceectoriel de R[X]. Quelleestla dimensiondeF\ R,[X]?
18. { Soit (Px)16 k6 ¢ une famille d'§®merts de F vEri ant la condition suivante :
pour 16 k < g, Pxs1 (X) i Pk(x) tend vers+1 lorsquex tend vers+1

On note f = exp+Py l'application qui, g x 2 R, assaie fy(x) = ™) = expI Pk (x) . Montrez que
la famille (fk)16 k6 €St libre.

FIN
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BAR BEME

2 Ce barémeest sur 100 points avec 52 points pour le Problgmel et 48 points pour le Problgmell.

2 L'attention descorrecteursest attir e sur le fait que la qualit®, bonne ou mauvaise, de la r§daction
d'une question, peut in® uer sur le nombre de points attribu §s.
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Problgme 1

1 point pour la valeur de f J(0) ; 2 points pour la justi cation de la classe
c.

1 point pour la m§thode; 1 point pour son application correcte.

On veut privil §gier les candidats qui donnerort une r§ponsebrpve.

1 point pour I'§tude sur | o ; 2 points pour I'§tude sur I'un desintervalles
[ 2n; 1 €t 12y, 1 point pour l'autre §tude.

Sous-total pour cette partie : 13 points

D®croissance 2 points ; valeur de la limite : 1 point.
1 point par comportement de suite.

1 point pour la justi cation du fait que cessuites sort adjacertes; 2
points pour la conclusionconcernari la suite de terme g&nral F (n%).

1 point par c6t§ de I'encadremert.

Sous-total pour cette partie : 15 points

Partie |
1. - 1 point
2. - 1+2 points
3. - 1+1 points
4. - 2 points
5. - 1+2+1 points
6. - 1 point
Partie Il
7. - 1 point
8. - 1 point
9. - 3 points
10. - 2 points
11. - 3 points
12. - 2 points
13. - 3 points
Partie 111
14. - 1 point
15. - 1 point
16. - 2 points
17. - 3 points
18. - 1 point
19. - 3 points
20. - 2 points
21. - 2 points
22. - 2+2 points
23. - 3 points
24. - 2 points

1 point pour l'appartenance descoezcients g Z ; 2 points pour le reste.

1 point pour chaque relation.
© est un automorphisme de R[X]: 2 points.

1 point pour l'application correcte de la formule de Leibniz ; 1 point pour
la sfparation et l'identi cation ; 1 point pour I'§criture correcte de P, .

Sous-total pour cette partie : 24 points

Total pour ceproblgme: 52 points
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Problgme 2
Partie |

1. - 2 points

2. - 1+1 points fnonc de la propri§t®: 1 point. Preuve: 2 points.

3. - 3 points Mcriture correctedu DL : 1 point. Invocation de l'unicit § du DL : 1 point.
R@solution du systgme: 1 point.

4. - 3 points Mise en §videncede I'§chelonnemetn : 1 point ; obtention dec = 0:1
point ; obtention deb= 0Oeta= 0:1 point.

5. - 1 point

6. - 2 points Preuve de l'injectivit & (ou de la surjectivit §): 1 point. Restedu raison-
nemert : 1 point.

7. - 3 points 1 point si la m@thode du pivot est bien appligu$e, mais avec erreurs de

calculs; 3 points si aucun reproche.
Sous-total pour cette partie : 16 points

Partie 11
8. - 2 points Preuve de la formule: 1 point. Restedu raisonnemert : 1 point.
9. - 3 points 1 point par formule.
10. - 1 point

11. - 2+1+1 points 2 points pour ' +' ; 1 pour M?; 1 pour la prsencedu mot synftrie.
Sous-total pour cette partie : 10 points

Partie 111
12. - 5 points Caract@risation f (1) = 0:1 point ; P estun s.e.v.: 1 point ; §quation de
P : 1 point ; dimensionde P : 1 point ; basede P : 1 point.
13. - 5 points Caract§risation f (0) = f 40) = 0: 1 point ; D estun s.e.v.: 1 point ; dimen-
sion de D : 1 point ; §quationsde D : 1 point ; basede D : 1 point.
14. - 2 points Argument sur les dimensions: 1 point. Preuve de lI'une des propri§t@s: 1
point.
15. - 1 point
16. - 1+1 points Matrice de' :1 point ; nature de' :1 point.
Sous-total pour cette partie : 15 points
Partie IV
17. - 1+1 points F estun s.e.v.: 1 point. Dimensionde F \ Ry[X]:1 point.
18. - 5 points Mise en place du raisonnemen : 1 point. Choix correct de, :1 point. Ar-

gumertation analytique (limite en+1 , ou relation de domination) : 2
points. Mise en §videnced'une cortradiction : 1 point.
Sous-total pour cette partie : 7 points

Total pour ceproblgme: 48 points
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Problgme 1

. . sinx . . _
1. { Il estbien connu que I||m0 ~ est®galp 1; f estcortinue en 0O ssi elle posgdeen 0 une limite
X!

galep la valeur def en 0, donc la valeur qui corvient est [ = 1].
2. { Pour x > 0, nous pouvons utiliser le d§veloppemert limit & p I'ordre 3 de sin au voisinagede O:

F(x)i F(0) _ SX i 1 sinxj x _ xj x3=6+ 0o(x3) i x

= i X=6+
Xi O X X2 X2 P X o(x)
f f (O . . :
Donc % 'ﬂ! 0 ce qui montre quef est d@rivable g droite de 0, et que f {(0) = 0.
] X!
Pour x > 0, nous avons (avec g nouveau un _d&veloppemert limit &_): ¢
0 X COSX j SinX x'li x?=2+ o(x?) i Ixi x3=3+ o(x3)
fYx) = 5 = 5
X X
. 3:2. + 3:3+ 3
= 2L E XXZX 0% ~ | x=6+ o(x)

Nous constatonsque !lrrg fYx) = 0; cecimontre quef °estcontinue p droite de 0. Commeil est clair
x! O*

quef estde classeC! sur l'intervalle ]0;+ 1 [, nous pouvons d§sormaisatrmer quef estde classeC
sur l'intervalle [0;+ 1 [.

3. { Soit donc n > 1. Obsenwons l'application A : x 2 I, 7! xcosx j sinx. Elle est cortinue et
d@rivable sur |  ; sa dﬁriv&e,&"(x) = COSX | XSinxj cosx = j xsinx garde un signe constart dans
lintervalle In¥; (n + 1)¥4, donc A est strictement monotone sur lintervalle | ,. En'n, A change de
signesur cet intervalle car A(n¥) = n¥cogn¥) = (j 1)"n¥tandis que A(n+ 1)¥) = (j )" (n+ 1)%
Le th§omme des valeurs interm®diaires permet alors d'axrmer que A s'annule au moins une fois, ce
qui revient g dire que I'§quation x cosx = sinx posgde au moins une solution dans cet intervalle;
l'unicit @ r@sulte du fait que A, strictement monotone, est injective.

. , , 1 .
4. { De l'in§galit® n%46 x, 6 (n+ 1)%anous d§duisonsl 6 % 6 1+ donc i, .' 1, cequi
4

Y’ 1/
permet de conclure: .

5. { Reprenonsl'argumentation de la question 3, mais en nous int§ressan g l'intervalle | o. Aqx) < 0
pour x 2 ]0;%f donc A est strictement d§croissarte sur | . Comme A(0) = 0, nous en d§duisons
A(x) < 0, et doncf Yx) < 0 pour tout x 2 ]0;¥4. Commef J(0) = 0, nous pouvons atrmer quef est
d&croissarte sur l'intervalle | .
Obsernwons maintenant ce qui se passesyf Imtclervalle I 2nq, avecn > 1. POLiII’ X 2 ]2n ¢ 1)¥i2nYi,
AO(X) estdu S|gnedeA0 @ni 1)Yat Y£2 = | 2nYaj Y&2 sin(2nYaj Y&#2) =  2nYaj 1/4-2 > 0. Donc
A croft sur lintervalle | 2ni 1, commeA(xznl 1) = 0, nous en dgduisonsque:

{ surlintervalle [(2n | 1)¥iX2n; 1[, A (et par suite f 9 est n§gative, doncf est d§croissare

{ surlintervalle x2n; 1;2n%4 A (et par suite f 9 est positive, donc f est croissarte
Obsenwons en n ce qui sepassesur l'intervalle | 5, : pour x 2 12n% (2n + 1)¥4, AYx) est du signede
Ad2nYa+ YE2) = | (2nYa+ YE2)sin(2nYa+ YE2) = § (2nYa+ YE2) < 0. Donc A dcrcft sur lintervalle
| 5, ; commeA(x2,) = 0, nous en dgduisonsque:

{ sur lintervalle [2n¥4 X2, [, A (et par suite f 9 est positive, donc f est croissarte

{ sur lintervalle ]x2n; (2n + 1)¥] A (et par suite f 9 est n§gative, donc f est d§croissarne

6. { La courbe repr@senativ e reprisenfep la gure 1 a §t§ obtenue avecle script Maple suivant :

f = proc(x); if x=0 then 1 else sin(x)/x fi end;

plot(f,0..5*Pi);
En vue de son incorporation dans le présen documert, jai ins§r§ (avant le plot ) la commande
suivante, pour mexporter i le trac$ au format PostScript :
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Figure 1: courbe repr@senativ e de f

plotsetup(ps,plotoutput="antonio:lucca:niccolo:enm.ps’,
plotoptions="portrait,noborder,height=900,width=500");

7.{ Deparlechoix de”, f estcortinuesur R* ; pcetitre, elle posgdedesprimitiv essur cetintervalle.
F est celle de cesprimitiv esqui s'annule en 0.

8. { Distingons deux casselonla parit® de n. Sin estpair:f estdu signede sint, donc positive, sur
lintervalle | , ; par suite u, est positif. Sin estimpair, f est n§gative sur l'intervalle I ,,, et donc u,
est n§gatif. RBsumonscecien disant que u, ale signede (j 1)".
9. { Commensonspar remarquer que, pour t > 0: o
- — Tsin(t+ %) Tsint = Tsint= -
f(t+ 1) = = 6 = f(t
( & t+ Vs t+ Vs t ()

Notons ensuite que cette in§galit§ vaut aussipour t = 0 puisquef (¥) = O et f(0) = 1. f @§tant de
signeconstart sur l'intervalle I ,, nous pouvons §crire, avec le changemert de variable t = u + %a

Z (n+2) % — Loy = Leyvic -
JUnetj = — £ (t) di—= f(t) dt = f(u+ ) du
(n+1) Ya (n+1) Y4 _ n%
Z (n+1) Ya_ — :Z (n+1) Y% —
6 f(u) du=— f (u) du—= junj

nYa nYs
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Ceci montre que la suite de terme g&nfiral ju,j est d§croissate. Tant que nousy sommes,prouvens
gue eette d§croissanceest stricte :il sutt de noter que, pour t 2 In%j(n+ 1)Yfona f(t+ % <
f (t) et dutiliser le th§ommeatrmant que msi une fonction est cortinue, de signe constart, et non
identiguement nulle sur l'intervalle [a; b] alors sonint§grale sur cet intervalle n'est pasnulleii.

Pour montrer que la suite consid§r§e corverge vers 0, il sutt d'exploiter la majoration $®viderte
jsintj6 1; pour n> 1, nousaurons:
Z (n+1) v

Z (n+1) v, Z (n+1) v

. . sint “sin t — sint
junj = — > dt—6 dt = J Jdt
nYa t nYa t nYa t
(n+1) Ya 1 Z (n+1) Ya 1 1
6 Sdte odt=
nYa nYa n]/4 n

La conclusionestimm®diate.
10. { La suite de terme gBnfiral F(Zn%) est croissanie. En e®et¢

FC(n+ 1)¥ i F(2nY) = F((2n + 2% F(2n+ 1) + F((2n + 1)Y) F(2n1/4)

= Uzn+1 + U2p

Or ugy, > 0, Usp+1 6 Oetjusn+rj 6 jusnj. Donc F(2(n+ 1)¥3 i F(2nY) > 0. De la m&me manigre,
on @tablirait F(2(n+ 1)+ 1) i F((2n + 1)) 6 0, prouvant ainsi que la suite de terme g§nral
F((2n + 1)¥j est d§croissare.
11. { Les suites de termes g&nraux respectifs F (2n¥) et F((2n + 1)%3 sont adjacertes: en e®et, la
premigre est croissane, la deuxipme est d§croissane, et jF(2n¥) i F((2n + 1)%)j = juon+1 ] iniufl 0.
Ces deux suites corvergert donc vers une limite commune 1. Il en d§coule que la suite de terme
g®nBral F (n%) corverge §galemen vers?! ; en e®et, soit " > 0. €omme la suite de terme g&nfral
F (2n¥) corvergevers?, il existe un indice n? tel que F(2n¥) i * 6 " dasquen > n?. De la méme
manigre, commela-suite de terme g§nral F (2n + 1)¥) convergevers?, il existe un indice n%tel que
+F((2n+ 1y * 6 " dasquen > n? Notons n- = max(2n?;2n%°+ 1). Alors, pour n > n- on aura
F(nj)j * 6 ". Et cecitermine la d§monstration.

12. { Nous avons F (0) = 0. Comme la suite de terme g8nral F (2n¥) corvergevers! en croissant,
nous pouvons axzrmer que! est positif.

De la m&éme manigre, comme la suite deiel/rme gfn@ral F ((2n + 1)¥3 corvergevers?! en d§croissanm,

nous pouvons atrmer que! 6 F(¥) = f (t) dt. Mais il r§sulte de I'G§tude e®ectde p la question
0 Ya
5 que, sur l'intervalle | o = [0;%), f d&crd®t def(0) = 1 pf (¥4 = 0. Donc F(¥) 6 dt = Yacequi

0
$itablit la majoration * 6 Y4

Z X
13. { Notons n = bx=%¢; onadoncn¥%6 x < (n+ 1)Yaet F(x)j F(n¥) = f (t)dt. Commef
Ya
garde un signeconstart sur | , il vient, avec desmajorations §vidernes: "
Z = Zxz = L
-  f(t)dt-6 f(t) dt6 f(t) dt= jupnj
nYa — nYa — nYa

Nous en dgduisonsla majoration F (X) i F(n%)_6 junj, Bquivalerte p I'encadremen
F(nY) i junj6 F(x)6 F(n¥) + junj

Et maintenant, faisonstendre x vers+1 :n va lui aussitendre vers+1 , donc F(nY) tend vers! et
junj tend vers 0. Le th§omme destrois suites nous permet de conclure: F(x) tend vers! lorsque X
tend vers+1 .

Qx) = x2(j xsinx) j 2x(xcosx i sinx) _ (i X2+ 2)sin(x) i 2x cogx)
= x4 =

14.{ g . Compte tenu de la

X3
(x2i 2)sin% + 2x sin®%

suite, on §crit plutdt ce rsultat sousla forme g°{x) = v

x sind(x) + sin®%

15. { Voici le tableau rsumart les rsultats obtenus, en notant que g%(x) = 2
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n |01 2
P, [1]X [X?; 2
Qnl|0|1 2X

Constatons que I'on a dans chaque colonneP? = Q,.

16. { Notons Tn(x) = Pn(x)sin™ x + Qn(x)sin("*? x. Derivons les deux membres de la relation

_ Ta(X) o
g (x) = et Il vient :

X"TI) i (n+ DX"Ta(x) _ XTR(X) i (n+ 1)Tn(x)
X2n+2 - Xn+2

g™ (x) =

Or sin™ x = j sin"*? x: donc:
TI(x) = PO(x) sin™ x + P, (x) sin™Y x + Q%(x) sin"™D x + Q,(x) sin(™*? x
= (Pa(¥) + Q2 (x)) sin™ x i (PY(X)i Qn(x))sin™*? x
nous en d&duisons:
XTRO) i (N + DTa(x) = (XPr(x) + XQA(X) i (N + 1)Qna1 (X)) sin™*™ x
+ (XQn(X) i XP2(x) + (n+ 1)Pyug (x)) sin("2 x
D'ou les formules demandges:
|Pn+1 =X(Pn+QR)i (n+ 1)Qn| et |Qn+1 = X(Qui P)+ (n+ 1)Pn|
17. { ProcBdonspar r&currencepour ®tablir que I'assertion B(n) suivante :
i les coexcients de P, et de Q, sort tous dans Zii

est vraie pour tout n 2 N. B(0) est vraie car P = 1 et Qo = 0. SupposonsB(n) acquise; les
coexcients de P, et de Q, ®tant tous dansZ, il en estde meémedescoexcients de P? et Q2, donc de
ceuxdePp+y = X(Ph+ Q%) i (n+ 1)Qn et Qn+1 = X(Qni P9+ (n+ 1)P, ; ceciBtablit I'assertion
B(n + 1) et termine la preuve.

Procdonsg nouveau par r§currencepour §tablir que I'assertion D(n) suivante :

P, estunitaire de deg® n et a la parit§ den
Qn estdedeg®ni 1, soncoexcient dominant estn, et saparit$ est opposfep celleden

est vraie pour tout n 2 N°. D(1l) estvraie:P, = X et Q; = 1. SupposonsD(n) acquise; de
l'expressionPn.; = X (Py + Q%) i (n+ 1)Q, nous dgduisonsimm@diatemert que P,.; est de degr§
n+ 1 (car X P, I'est tandis que X Q% i (n+ 1)Q, estde degr§ au plus n), unitaire (car son coexcient
dominant est celui de X Py,), et a la parit® de n + 1 car chacun destermes X P,, X Q0 et (n+ 1)Q, a
la parit® oppostep cellede n.

Obsenons maintenant I'expressionQn+1 = X (Qn i P2+ (n+ 1)P, :il estclair que Qn+1 estde degr
au plus n. Les coexcients de X "i 1 dans Q, et P? sort tous deux §gaux g n, donc le coecient de
X" dans Qn+1 est®galpn + 1, ce qui implique que le deg de Qn+1 est®galpn. Enn, Q4 ala
parit® opposgep cellede n + 1, car chacun destermes X Q,, X P2 et (n + 1)Q,, ala parit§ de n; ceci
$itablit I'assertion D(n + 1) et termine la preuve. L'assertion D(0) est vraie, saufen ce qui concernele
deg® de Qg = O (par corwvertion, ce degr§ vaut j1 ).

18. { Calculs et r§sultats:

Pa= X (P2+ Q)i 3Q2= X (X?j 2+ 2)j 3(2X) = X*j 6X

Q3= X(Q2i PH+3P,= X(2X j 2X)+ 3(X?%j 2)=3X?| 6
19. { Pour tout n 2 N, nous aurons en particulier U(2n%) sin(2n¥y) + V(2n¥) cog2n¥) = 0, soit
V(2n¥) = 0; le polyndbme V, ayant une in nit § de racinesr@elles,est ncessairemenle polyntme nul.
En remplasant 2nYs par 2n¥a+ Y&2 dans la preuve prgdiderie, nous montrerions de la méme fason
Uu=0.
20. { D®rivonsn + 1 fois les deux membres de I'§galit§ xg(x) = sinx ; il vient, pour x > 0:

xg"™ () + (n+ 1) (x) = sin™*D (x)
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soit :
 Pos1 0O SIN™™ () + Quag () sin"™ () Pa (X) Sin™ (x) + Quny () sin™* (x)
xn+2 (n ) xn+1

= sin(™*D (x)
Multiplions  les deux membres par x"*1, regroupons et utilisons sin"*? (x) = j sin™ (x):
Pres () + (N+ DQu(x) i X" sin™D (x) + ' (n+ P (x) i Qnar (x) sin™ (x)
Le r@sultat de la question pr&diderte s'applique alors (en toute rigueur, il faudrait d§tailler en distin-
guart deux casde gure selonla parit® de n) et nous permet d'§crire les relations demandges:
| Pnaa = X" (n+1)Qn et Qni = (n+ 1)Py |
21. { Enrapprochant lesrelations Qn+1 = (N+ 1)P, et Qps1 = X(Qni PY)+ (n+ 1)P, noustrouvons
X(Qni P?) =0,doncQ,i P?= 0soit [PY= Qn].
En rapprochant maintenant les relations Ppyy = j (n+ 1)Qp et Pryr = X (Ph + Q%) i (n+ 1)Qn
il vient X (P, + Q%) = X"*1 puis P, + Q¥ = X". Mais nous venonsd'§tablir Q, = P?, dont nous
deduisonsQf = Pet nalement [P, + P2= X"|.

22. { Il estclair que T et ©(T) ont mémedegr®; cecimontre que R,[X] est un sous-espaceale R[X ]
stable par ©, et justi e donc l'existence de I'endomorphisme ©,, de R,[X] induit par ©. Ceci montre
fgalememn que le noyau de ©, comme celui de ©,, ser@duisent au polyndme nul, et par suite que ces
endomorphismessort injectifs. Mais alors ©,, en tant qu'endomorphismeinjectif de I'espaceR,[X],
lequel est de dimension nie (p savoir n + 1), est un automorphisme de R,[X]. Il reste p prouver que
© est surjectif. Soit U 2 R[X]; soit n un naturel au moins §galau degr® de U ; U appartient g R, [X]
donc posgdeun ant§didert T par ©, ; mais alors T est aussiant§didert de U par ©.

. sinx 1 . . o .
23. { Partons de la relation g(x) = ~ = ” sinx et utilisons la formule de Leibniz pour d§river n

fois sesdeux membres: . -

X dk dni k X ( ]_) k!
K kU

f(M(x) NdxK x  dxni K (sinx) = Cn

06 k6 n 06 k6 n

nt X (i D*xMi ksint" 9 (x)

Xt 06 k6 n (nl k)l

sin"i K (x)

En sBparart, dansla dernigre somme@®crite, lestermes d'indice pair et ceux d'indice impair, il vient :

£ (x) = nt X (j 1)%Px"i 2P sin(Mi 2P) (x) n! X (j 1)2Pi Ixni 201 gjn(ni 2p+1) (y)
Xt 06 2p6 n (ni 2p)! xn+t 06 2pi 16 n (nj 2p+ 1)!
or sin™ 2P)(x) = (j 1)P sin(M (x) et sin™i 2P*D) (x) = (; 1)Psin™*V (x). Donc:
£ (x) = Xr?il X 1)P)((:.2P2$in(n)(x) r?+ll X (i )P+ Xn.i 2041 gip(n+D) ()
06 2p6 n i 2p)! X7 06 2pi 161 (ni 2p+ 1)

Pn (x) sint™ (x) + Qp (x) sin™*Y (x)
XN +1

En rapprochant cette dernigre expressionde f (M (x) =
appliquant le r@sultat de la question 19, nous en d§duisonsla formule:

A (I 1) X Mi 2p
06 2p6 n (ni 2o)! 2p)'

24. { Les solutions sur R de I'§quation di®§rertielle y°°+ y = 0 sort les fonctions de la forme x 7!
asinx + bcosx, oy a et b sort deux constartes r@elles. Par ailleurs, nous avons $§tabli plus haut
gue P, (en tant que polyndtme) est une solution de I'§quation di®Rgrertielle E, ; ce qui revient g dire
que P, (en tant que fonction de R dans R) est solution particuli gre sur R de I'§quation di®§rertielle
y + y%= x". Conclusion: les solutions sur R de cette §quation di®§rertielle sort les fonctions de la
forme x 7! asinx + bcosx + P,(X), oy a et b sort deux constartes r§elles.

, et en

Pn = n!
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Problpgme 2
1. { Arétoine ®crit ainsi une condition n§essaie veri §epar a, bet c:
3 (ap+ bg+cr)(0)=0 3 atb+c=0 3 a+b+c=0
5 (ap+ bg+ cr)(1) = 0) 5 ae+ bé +ce=0) a+betc=0 L, A Ly=e
" (ap+ bgtcr)(2)=0 8 a€?+bef+ce'=0  a+bé+cé=0 L3zA Li=¢
3 at+b+c=0

) 5 (ei Db=0 LA Lpj Ly
" (1j da=0 L3A L3 €L,

L, impligue b= 0; L3 implique a = 0; cesr@sultats report®§s dans L1 nous donnert ¢ = 0, ce qui
termine la preuve.

2. { Antoine a implicitement divis§ leslignesL, et L3 du dernier sysgmepar ej 1let1li € respec-
tivemen, ce qui supposequ'aucun de cesdeux nombres n'est nul. Antoine a probablemert utilis§ la
minoration e > 1. ftablissons celle-ci g partir de la d€ nition de e:c'est le r§el v@ri ant Ine = 1.
Commeln 1= 0, la stricte croissancede la fonction logarithme n§prien sut pour conclure.

3. { ap+ bg+ cr §tant §galep la fonction nulle, la partie r&guligre de son d§veloppemert limit § g
l'ordre 2 au voisinagede O est le polyndme nul, ce qui nous donneratrois conditions portant sur a, b
et c; avec un peu de chance, celles-cipermettront d'§tablir a= b= c¢= 0. Voyons cecide prgs:
(ap+ bg+ cr)(x) = ap(x) + bqx) + cr(x) = ae* + be” + ce”
3 2 ’ 3 ’ 3
=a l+x+ XE+ ox?) +b 1+ 2x+ 2x%+ o(x?) +c 1+ x%+ o(x?)
3 ;

(a+ b+ Q)+ (a+ 2B)x+ 2+ 2b+ ¢ X2+ o(x?)
>

a+b+c=0
L'unicit § du d®veloppemen limit § permet d'§crire le systame d'§quations a+2b=0 gont la
g+ 2b+c=0

rsolution est banale.

4. { Remarquons que p(x) = € est nfigligeabledevant q(x) = €%, lui-meéme n§gligeable devant
r(x) = e’ lorsque x tend vers+1 . soit donc a, b et c tels que ap+ bg+ cr = 0. Supposonsc non
nul : on pourrait §crire r(x) = j 2p(x) i gq(x); mais cette relation est cortradictoire car, lorsque x
tend vers+1 , le menbre de droite est n§gligeabledevant le membre de gaudche. C'est donc que c est
nul ; on dgmortre de la mémefason b= 0. En n, commep n'est pas la fonction nulle, il en r@sulte
a= 0.

5. { La famille B est une basede E et est form@ede trois §lfmerts ; donc la dimension de E est §gale
g trois.

6. { La lin®arit® de A dfcoulede la lin§arit§ de la dgrivation, considire comme endomorphismede
C! (R), et de la lin®arit§ de l'op@rateur f 7! f (®) (op ®2 R est x §).

CommeE est R® ont mémedimension, il su+t, pour prouver que A est un isomorphisme,de montrer
gue son noyau ser@duit p Ia8fonction nulle :

8 8
3 (ap+ bg+ cr)(0) = 0 3 atb+c=0 3a+ b+c=0
ap+ bg+ cr 2 kerA) 5 (ap+ bg+ cr)%0) = 0) 5 a+2b=10) . bi c=0
(ap+ bg+ cr)(1) =0 ~ ae+bf+ce=0 =~ be*i =0

Le dernier systame (obtenu avec les transformations L, A L, L, et L3 A L3 eL;) implique
clairemert a= b= c= 0doncap+ bg+ cr = 0 et ceciachpwe la preuve.
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7. { Il sutt de r@soudrele systgmede trois §quations (aux inconnuesa, b et ¢) form®& en §crivant que
lesfonctions ap+ bg+ cr et f prennert la mémevaleur en 0, la m&mevaleur en 1, et que leurs dgrivges
respectives prennert la méme valeur en 0; on utilise les mémestransformations qu'p la question
prédiderte.

2 (ap+ bg+ cr)(0) = f(0) g a+ b+ c=1(0) Ega+ b+ c=f(0)
. (ap+ ba+ cn%0) = £40) () S a+ 2b=190) () ., bic= f%0)i f(0)
(ap+ bg+ cr)(1) = f (1) " ae+ be& + ce= f (1) " be*i e)=f(1) ef(0)
La troisipme®quation du dernier systgme§crit nous donne:
_f@)ief(0) 1 1
= e ) el O e '@

Reportons cecidansla deuxipme §quation de ce méme systgme:

_ . €0 _ €2 . €0
c=f(0)i f(0)+ b= el 1 1f(O). f¥0) + e 1)f(l)
En n, cesdeux r@sultats report§sdansla premigre §quation donnert :
— . . — 2 [0} .
a=f(0)j bj c= o 1 1f(O)+f (0) i e 1)f(l)

8. { Remarquons que les formules exprimant (A; B;C) en fonction de f ne di®grernt de celles qui
expriment (a;b;c) que par le remplacemen de f (1) par j f (1) ; nous avons donc

I ¢ i ¢¢
'(f)= Ap+ Bq+ Cr=Alt f(%);fo(o;i f(1) =AY uf0);f%0;f (1)
= (A e f(0):fY0if (1) = (AT 1+ A(f) = (A P +pzA)(f)
Cecivaut pour tout f 2 E, donc' = Ai 1 +p+A.

Il estclair que uxp = Idgs. Du coup,' estun automorphisme de E, car c'est par d§ nition une
application de E danslui-me&me, et elle est la composBe de trois isomorphismesd'espacesvectoriels.

9. { Nous noterons (Ap; Bp; Cp) les coordonnesde ' (p) dansla baseB.
p(x) = e, donc pAx) = €, p(0) = pX0) = 1 et p(1) = e; en reportant :

- 2 2 2e+eej 1)+2 €&€+3e e+3
Ap= ——+ 1+ , = , = , =
— ei 1 e(e. 1) e(e| 1) e(e| 1) ej 1
:B 1 e 2
Ep_'eil'e(eil_'eil
:C_eiz_ ) e _ej 2i(ii1_ . 2
PTei 1" T eei 1) ej 1 T lei 1
nous en d&duisons|' (p) = 3+ e)s_i 120“ or :
i
q(x) = €, donc g(x) = 2e?%, q(0) = 1, g¥0) = 2 et g(1) = €*; enreportant :
“Aq = 2 + o4 2¢? _ 2+ 2(ej 1)+ 2 _ 4e
- ei 1 elej 1) eji 1 ei 1
- 1 e e+ 1
Ba=i i —~ =i o
- ej 1 e(e| 1) ej 1
oo 82 &€ _ej2j2eilje_ 2
T e 1! 7 eej 1) e(ej 1) “lej 1
depi (e+ 1)gi Z2er
D-Ou -(q): p| ( : )ql ]
ej 1

r(x) = &, doncrqx) = 2xe<*, r(0) = 1,r%0) = O et r(1) = e; enreportant :
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_ 2 2e 4
—Ar = ej 1" eei 1) ej 1
_B — l . e JE— 2
" lei1' eej 1) 'ei1
:C _ej 2. e _eji 3
"Tej1' eej 1) ej 1
i |y - AP0 29+ (e 3)r
Dou |' (r) = e 1 .
10. { La question pr§diderte nous donne Ieos colonnesde M : 1
1 3+e de 4
M= _—@;2 jei1 j2A
ei 1 i 2 i2e ej3

11. { Comme 2 = Idgs, On a:
bt = (At apxA) 2 (Al tepxA) = At apx(A2AT ) sptA= At 2P 2 A = 1de

nous en d§duisonsM ? = |3 (la matrice identit § d'ordre 3). ' estun endomorphismeinvolutif de E:
c'est donc une sym@trie de E.
12. { L'§galitg ' (f) = f ®quivaut, daprpsla question 8, g (@' 1|+ nxA)(f) = f¢ soit (comme A
est buectlve) (L= A)(f) = (A)(f) ou encore f(O) f%0);; f(1) = f(0);f%0);f (1) soit nalement

f(1)=
P est alors un sous-espacerectoriel de E, en tant que noyau de la forme lin§airef 2 E 7! f (1).
Remarue: on pouvait aussinoter que P est le noyau de I'endomorphisme’ j | de.
Soitf = ap+ bgt cr un §lmert deE; onaf (1) = ap(1l) + bql) + cr(1) = e(a+ eb+ ¢) (calcul e®ect@
A la question 9) ; donc une §quation de P est [a+ eb+ c= 0].

La forme lin§airef 2 E 7! f (1) n'est pasidentiquement nulle :on a par exemplep(1) = e 6 0. Le
th@omme du rang permet alors d'atrmer que la dimension de P (noyau de cette forme lin§aire) est
figalep 3 (dimension de E) moins 1 (dimension de R), soit 2: P est un plan.

Exhibons une basede P en choisissan deux vecteursde P ind§pendarts ; par exemplee; = pj r et
€ = €epi q

13. { L'@galit’ (f) = ; f Gquivaut, d'aprpsla question8, p (i *xp+A)(f) = i f sgit (commeA est

bijective) (u+xA)(f) = i (A)(f) ou encore'f 0);f%0);i f (1) = i 't (0);f%0);f (1) soit nalement
|f (0) = f90) = 0|.
D estun sous-espaceectoriel de E, entant que noyau de I'endomorphisme’ j 1dg; ou, sil'on préfare,

en tant qu'intersection desnoyaux desformeslin§airesf 7! f (0) et f 7! f 0).
Soit f = ap+ bg+ cr un §8mert de E; avecles calculs e®ectisg la question 9, on a:

f(0) = ap(0) + bg0) + cr(0) = a+ b+c et  fY%0) = apX0) + bd(0) + crq0) = a+ 2b
Les&galit&s|a+ b+ c=0eta+ 2b= 0| constituent donc des§quationsde P dansla baseB.

D apparéft ainsicommel'in tersection de deux plans (d' #quationsrespectivesa+ b+ c= Oeta+ 2b= 0);
cesdeux plans §tant clairemert distincts, D est de dimension 1.

Le vecteur non nul e3 = (2;i 1;j 1) appartient p D, et constitue donc une base de cette droite
vectorielle.

14. { Compte tenu desdimensionsrespectivesde E, P et D il suxt de prouver que P\ D ser@duit p
la fonction nulle ; la fason la plus simple de le prouver consistep remarquer qu'un §8mert f deP\ D
vBrie plafois' (f)=f et' (f)=jf,doncf =i f soitf = 0.

15. { Comme E est de dimension 3 et que C contient exactemer trois §8merts, il sutt de prouver
gue C est une famille g§nratrice. Soitf 2 E; commeE= P © D, il existeg2 P et h 2 D telles que
f = g+ h. Ensuite, comme(e;; e;) estunebasede P, il existedesr§elsa et btels queg = ae; + be ; de
méme,commee; engendreD, il existe un r§elctel queh = ce;. On obtient alorsf = ae; + be + ce;,
ce qui termine la preuve.
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16. { Nousavons' (e1) = e, ' (&) = e et (e3)0= i €. Doni: la matrice de' dansla baseC est

10 0
Matc(' )= @0 1 0A
0 0 j1

est la symétrie par rapport au plan P, parallglemert g la droite D.

17. { Le terme constart d'un polyndbme P est §gal g la valeur P (0) prise par ce polyndbme en 0. Ceci
montre que F estun sous-espaceale R[X ], en tant que noyau de la forme lin§aire P 7! P(0).

Considronsla restriction pR,[X ] dela forme linQaire pr8diderte ; clairement, sonnoyau estF\ R, [X].
Cette forme lin®aire n'est pas la forme nulle (par exemplele polyndme 1 n'est pas dans son noyau)
donc sonimage est R tout ertier ; par suite, sonrang est®galp 1. Le thommedu rang nous permet
alors d'axzrmer que la dimensionde sonnoyau est §galep n, puisquela dimensionde R, [X ] est §gale
pn+ 1.

1§.{ Raisonnons par l'absurde. Soit (, )i6k6q une famille de r§els non tous nuls, telle que
.kfk = 0. Nous ne restreignons pas la génralit§ en supposart , 4 6 0. Comme la fonction

16 k6 q
X f
fq ne s'annule pas sur R, nous pouvons alors §crire: , k—k = j,q, pour tout x 2 R, nous
16 k<q q
aurons: «
fk X
(R): g =
16 k<q q
Faisonstendre x vers+1 ; pour tout k 2 l[(l; gij 1] onaura:
i ¢
Pq(x) i Pk(x) = Pl (x)i P(X) qjij} +1
k6 j<q ’

car, par hypothgse,chacune des quantit §s P; .1 (x) i Pj(x) tend vers+1 lorsque x tend vers +1 .

fr(x) _ P00 Palx) 1)
fq(X) X1 +1
ainsi en §videnceune cortradiction : le membre de gauche de la relation (R) tend vers 0, alors que le
membre de droite est une constarte non nulle.

Dans cesconditions, Py (X) i Pq(X) ixi| i+i!l il etdonc 0. Nous mettons

FIN



