
Option Informatique en Spé MP et MP∗

DS du jeudi 31 mars 2005 : le corrigé

La suite de Kimberling

Question 1 • Si n = 2p, alors µ(n) = 2µ(p) ; sinon, µ(n) = 1. D’où :

let rec mu = function

| n when n mod 2 = 0 -> 2 * mu(n/2)

| n -> 1 ;;

Question 2 • Remarquons que
n

µ(n)
est un naturel impair, donc le membre de droite de la définition est un

naturel pair non nul ; donc cn est un naturel non nul .

Question 3 • Voici le résultat :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
cn 1 1 2 1 3 2 4 1 5 3 6 2 7 4 8 1

Question 4 • Il suffit de transcrire la formule de l’énoncé :

let rec kim n = (1 + n/mu(n))/2 ;;

Question 5 • µ(2n) = 2µ(n), donc c2n = cn .

Question 6 • Il suffit de remarquer que µ(2n − 1) = 1, et donc 2n = 1 +
2n − 1

µ(2n − 1)
, puis n = c2n−1 .

Question 7 • Dans la suite de Kimberling, la position de la première occurrence de n est nécessairement im-
paire, compte tenu du résultat de la question 5 ; d’autre part, la suite des termes d’indice impair est exactement
la suite des naturels non nuls, donc la position de la première occurrence de n est 2n − 1.

Question 8 • Nous utilisons les résultats des questions 5 et 6 :

let rec kim_bis = function

| n when n mod 2 = 0 -> kim_bis(n/2)

| n -> (n+1)/2 ;;

Question 9 • Effacer la première occurrence de chaque élément de N
∗ dans la suite de Kimberling revient à

effacer les termes d’indice impair ; il reste donc la suite des termes d’indice pair. Mais, d’après le résultat de la
question 5, ceci est exactement la suite de Kimberling !

Question 10 • Pour p ∈ N, nous noterons A(p) l’assertion suivante : ≪l’ensemble Ep = {ck | 2p 6 k < 2p+1}
est égal à l’intervalle discret [[1, 2p]]≫.

• Examinons le cas où p = 0 : E0 = {ck | 20 6 k < 21} = {c1} = {1} et [[1, 20]] = {1}, si bien que A(0) est
vérifiée.

• Supposons A(p) acquise. Observons que Ep+1 contient 2p+1 termes de la suite : ceux dont l’indice est compris
entre 2p+1 inclus et 2p+2 exclu. D’après le résultat de la question 5, les termes d’indice pair de Ep+1 sont égaux
aux éléments de Ep, donc (avec l’hypothèse de récurrence) à ceux de l’intervalle discret [[1, 2p]]. Examinons
les termes d’indice impair : d’après le résultat de la question 6, ce sont les naturels de 2p + 1 à 2p+1 inclus,
autrement dit les éléments de [[2p + 1, 2p+1]]. Finalement, Ep+1 est égal à [[1, 2p+1]] : ceci établit A(p + 1).

• Par récurrence, A(p) est vraie pour tout p ∈ N, ce qui termine la preuve.

Question 11 • Notons Sq =
∑

2q6k<2q+1

ck ; d’après le résultat de la question précédente, Sq =
∑

16k62q

k =

2q(2q + 1)

2
=

4q + 2q

2
. Alors :

∑

16k62p

ck = c2p +
∑

06q<p

Sq = 1 +
∑

06q<p

4q + 2q

2
= 1 +

4p − 1

6
+

2p − 1

2
=

4p + 3 · 2p + 2

6

Pour nous rassurer, vérifions la validité du résultat pour n = 4 : la formule donne 51, qui est bien la somme
des nombres inscrits à la deuxième ligne du tableau dressé à la question 3.
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Références bibliographiques

Idée trouvée dans le livre Automatic sequences, de Jean-Paul Allouche et Jeffrey Shallit.

Codes : quelques résultats simples sur les codes

Question 1 • L’ensemble des mots de la forme 0
n
1, où n décrit N, répond à la question.

Question 2 • La réponse est négative comme en témoigne le mot 0100101 = (0100)(101) = (01)(001)(01).

Question 3 • Soit u appartenant à L+. Il s’agit de montrer que u possède exactement une factorisation. Nous
allons raisonner par récurrence sur |u|. Le résultat est clair si |u| < 5. Supposons-le acquis pour tout mot de
longueur n, où n > 4. Soit u de longueur n + 1 ; distinguons quatre cas de figure selon le préfixe u1u2 de
longueur 2 de u. Le cas u1u2 = 11 ne peut se présenter. Si u1u2 = 10, alors u commence par 101 et le mot v

défini par u = 101v appartient à L∗ ; de par l’hypothèse de récurrence, le résultat est clair. Si u1u2 = 00, alors
u commence par 001 : même conclusion en faisant intervenir le mot v défini par u = 001v. Si u1u2 = 01, alors
u commence par 01101, 0101, 01000 ou 01001 ; on conclut en faisant intervenir le mot v défini respectivement
par u = 101v, u = 01v, u = 01000v ou u = 01001v.

Question 4 • Considérons une égalité non banale de la forme u1u2 . . . un = v1v2 . . . vp, où les ui et les vj sont
tous dans X. Nous pouvons supposer n + p minimale. Si u1 est plus court que v1, alors u1 est préfixe de v1 :
ceci est exclu ; par raison de symétrie, v1 ne peut être plus long que u1. Donc |u1| = |v1|, puis u1 = v1 ce qui
nous ramène à l’égalité u2 . . . un = v2 . . . vp, qui est non banale, mais ne fait intervenir que n + p − 2 mots de
L : d’où la contradiction.

Question 5 • La réciproque est fausse : considérez par exemple le code banal {0, 1}.

Question 6 • Sens direct : soient s et t appartenant à ∆∗, tels que Φ(s) = Φ(t). Notons n = |s|, p = |t|,
s = s1s2 . . . sn et t = t1t2 . . . tp. Comme ϕ(x) 6= ε pour toute lettre x ∈ ∆, nous avons soit n = p = 0 (cas
banal), soit n > 0 et p > 0. Φ(s) = ϕ(s1)ϕ(s2) . . . ϕ(sn) est égal à Φ(t) = ϕ(t1)ϕ(t2) . . . ϕ(tp). Mais les ϕ(si) et
les ϕ(tj) sont des mots de X, qui est un code ; donc n = p, puis si = ti pour tout i ∈ [[1, n]]. Finalement, Φ est
injectif.

• Réciproque : soit w ∈ Σ∗ possédant deux factorisations : w = u1u2 . . . un = v1v2 . . . vp, les ui et vj étant
dans X. Notons si = ϕ−1(ui) et tj = ϕ−1(vj). Alors Φ(s1s2 . . . sn) = Φ(t1t2 . . . tp) ; comme Φ est injectif, ceci
implique n = p, puis si = ti, donc ui = vi pour tout i ∈ [[1, n]]. Nous en déduisons que les deux factorisations
sont identiques, donc X est un code.

Codes : l’algorithme de Sardinas et Patterson

Question 7 • Nous avons P = X ∪ {0, 1, 00, 10, 010}. La figure 1 représente le graphe associé ; remarquons
que tous les arcs sont croisés.
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Figure 1: le graphe associé au langage M de la question 2

Question 8 • Si le chemin menant de x à u est de longueur 1, il se réduit à l’arc (x, u). Si cet arc est croisé,
alors xu ∈ X, donc y = x et z = u conviennent. Sinon, l’arc est direct : il existe x′ ∈ X tel que xx′ = u ; cette
fois, y = ε et z = xx′ conviennent.

• Soit maintenant n > 1 ; supposons le résultat acquis pour tout chemin de longueur inférieure ou égale à n.
Soient x ∈ X et u ∈ P − X tels qu’il existe un chemin de longueur n menant de x à u. Notons (v, u) l’arc par
lequel se termine ce chemin. Si v ∈ X, il suffit d’appliquer le résultat établi pour n = 1. Sinon, v ∈ P − X.
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L’hypothèse de récurrence appliquée au chemin (de longueur n) menant de x à v assure l’existence de y′ et z′

appartenant à X∗ tels que y′v = z′. Si (v, u) est croisé, alors vu ∈ X, donc y′vu = z′u, si bien que y = z′ et
z = y′vu conviennent. Sinon, il existe t ∈ X tel que vt = u ; alors y′u = y′vt = z′t, si bien que y = y′ et z = z′t

conviennent. Ceci établit l’assertion au rang n + 1 et termine la preuve.

Question 9 • Nous allons raisonner par récurrence sur la longueur commune n des deux membres de l’égalité
yu = z. Remarquons que z se termine par un mot w appartenant à X ; que ce mot ne peut être égal à u,
puisque ce dernier appartient à P − X ; et que ni u, ni w, ne peuvent être le mot vide ; donc |u| 6= |w|, puis
|u| > 2 ou |w| > 2 et par suite |z| > 2.

• Si |z| = 2, alors z = w, puis |y| = 1 et donc y ∈ X. Par suite, (y, u) est un arc croisé et c’est un chemin qui
mène de y à u.

• Soit n > 2. Supposons le résultat acquis pour toute égalité entre mots de longueur au plus n. Observons une
égalité entre mots de longueur n + 1, en reprenant les notations précédentes. Notons t le mot de X∗ défini par
z = tw ; nous aurons yu = tw. Comme z ∈ X et u ∈ P −X, on a certainement u 6= w, et donc |u| 6= |w|, si bien
que l’un des deux mots u et w est suffixe propre de l’autre, ce qui nous amène à distinguer deux cas de figure.

• Si |u| < |w|, alors u est suffixe propre de w : il existe v ∈ P tel que vu = w ; mais du coup (v, u) est un arc
croisé de G. Si v ∈ X, alors l’arc (u, v) est un chemin qui répond à la question. Sinon, v ∈ P − X, et tv = y ;
comme t et y appartiennent à X∗ et v à P −X, nous pouvons appliquer l’hypothèse de récurrence : il existe un
sommet x ∈ X et un chemin menant de x à v. Avec l’arc menant de v à u, nous obtenons un chemin menant
de x à u.

• Si |u| > |w|, alors w est suffixe propre de u : cette fois, u = vw avec v ∈ P , et (v, u) est un arc direct de G.
Si v ∈ X, alors l’arc (u, v) est un chemin qui répond à la question. Sinon, v ∈ P −X, et yv = t ; mais |t| < |z|,
et on conclut à nouveau par récurrence.

Question 10 • Considérons un chemin de longueur n > 1 menant de s à t, avec s et t appartenant à X. Notons
(u, t) le dernier arc de ce chemin ; comme t ∈ X, cet arc est croisé, donc le mot v = ut appartient à X, et v 6= t

puisque u ∈ P . Si u ∈ X, alors v ∈ X ∩X2, donc X n’est pas un code. Sinon, u ∈ P −X ; d’après le lemme, il
existe y et z appartenant à X∗ tels que yu = z. Alors yv = yut = zt ; or t et v sont dans X, avec t 6= v. Donc
X n’est pas un code.

Question 11 • X n’est pas un code, donc il existe des mots y′ et z′ appartenant à X∗ et y et z appartenant
à X tels que y′y = z′z et y 6= z ; nous pouvons supposer |z| > |y|, si bien que y est suffixe de z : il existe u tel
que z = uy ; alors u ∈ P , et l’arc (u, y) est croisé. Si u ∈ X, alors le chemin réduit à l’arc (u, y) est le chemin
cherché. Sinon, y′y = z′z = z′uy, donc y′ = z′u ; comme y′ et z′ appartiennent à X∗, le lemme assure l’existence
de s ∈ X tel qu’il existe un chemin menant de s à u ; en le prolongeant avec l’arc (u, y), nous obtenons un
chemin menant de s à y.

Question 12 • On commence par construire P , puis le graphe G associé. La recherche d’un chemin menant
d’un sommet s ∈ X à un sommet t ∈ X (pas nécessairement distinct de s) se fait avec l’algorithme de parcours
en largeur de G.

◮ Notons que dans le graphe présenté à la figure 1, il existe un chemin menant du sommet 01 ∈ X à lui-même ;
ce qui nous donne une deuxième preuve du fait que le langage M n’est pas un code.

Question 13 • Notons λ =
∑

x∈X

|x|. Énumérer P a un coût O(λ). Comme |P | 6 λ, le coût de la construction

du graphe G est certainement un O(λ3). Enfin, pour chaque x ∈ X, le parcours en largeur de G en partant de
X a un coût O(λ2). Le coût total est donc polynomial en λ.

Références bibliographiques

La référence sur les codes est le livre Theory of Codes, de Jean Berstel et Dominique Perrin. La publication
de l’algorithme de Sardinas et Patterson remonte à 1953 ; pour ce sujet, j’ai repris l’explication que donne
Jean Berstel dans son cours Automates et Grammaires (trouvé sur son site Web).
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