Option Informatique en Spé MP et MP*
DS du 5 mars 2002: le corrigé

Question 1 e |¥| =2 donc 0 < a,, < |[LNX"| =27, si bien que le rayon de convergence est au moins égal
a 2.
Question 2 ¢ LN M = () implique (LNX") N (M NX") = () donc:
[z"(frum)(z) = Card((LUM)NX") = Card(L NY") + Card(M NX"™)
= [2"](fL)(2) + [2"](fa)(2) = [2"](fL + fae)(2)

Nous en déduisons frua = fr + fur-

Question 3 e 1l est clair que (L - M) NYE" = Uycpe, (LN YF) . (M N¥"F). L'hypothese de 1’énoncé fait
que les n 4+ 1 ensembles qui interviennent dans cette réunion sont deux a deux disjoints; d’ou:

") (foa)(2) = Card((L-M)N¥") = > Card(LNX¥) x Card(M NZ"~F)
0<k<n
= > [Pfe(2) x "M (2) = [2"(fn % fa)(2)
0<k<n

Nous en déduisons fr.ar = fr X fu-

Question 4 e f; est polynomiale ssi a,, = 0 APCR ce qui revient a dire que la longueur des éléments de L
est bornée, ou encore que L est fini.

Question 5 e L; est I'ensemble des mots dont 0 n’est pas facteur, c’est donc 1*; par suite, [2"]f1(z) =1
1
. _ n_
puis f1(z) = Zz g
neN
Question 6 e Ly NX% = {¢}, donc ag = 1; Ly NX! = {0,1}, donc a; = 2. Ly N X"*2 est I'union disjointe
des deux ensembles suivants:

o LyN (X" . {1}): c’est 'ensemble des mots de Lo, de longueur n + 2, et dont la dernieére lettre est 1;

e LyN(X™-{10}): c’est I'ensemble des mots de Loy, de longueur n + 2, et dont la derniére lettre est 0;
cette condition implique que 'avant-derniere lettre est 1.

Nous en déduisons a2 = apt1 + . La suite (a,)nen vérifie la méme relation de récurrence que la suite
de FIBONACCI; les premiers termes de celle-ci sont Fy = 0, F; = 1, F5 = 1 et F3 = 2. Nous en déduisons

ap, = Frio. Alors fo(z) = Z anz" vérifie:

neN
fo(2) = ag+arz+ Z apz" =1+ 22+ Z U222 =1+ 22+ Z(anﬂ + ap)2" 2
n>2 neN neN
= 1+2z+2 Z an12" T 4 22 Z anz™ =142z + 2(f2(2) — 1) + 2 fo(2)
neN neN
142

Donc (1 — z — 22) fo(2) = 1 + 2, d’olt nous déduisons fz(z) = 1T =
—z—z

Question 7 e Ly est la réunion de deux ensembles:

e 'ensemble des mots de L ne contenant aucune occurrence de 1; ces mots sont de la forme 0’ avec
0 < j < k; leur ensemble est précisément My ;

e I’ensemble des mots de L contenant au moins une occurrence de 1; ces mots sont de la forme 071w
avec 0 < j < k et w € Ly, donc leur ensemble est exactement My, - {1} - L.

L’égalité Ly = My U (M;C {1} Lk) en résulte immédiatement. Remarquons que cette union est disjointe.



Question 8 e Notons a,, = [2"]fL,(2) et exploitons le résultat précédent :
an = Card(Ly N X") = Card(M; N X") + Card (M - {1} - L) N E")

Distinguons deux cas de figure selon que n est strictement inférieur a k, ou supérieur ou égal a k.
e Sin <k, alors My NX" = {0"}. Sin =0, alors (M}, - {1} - L) NE" = 0, ce qui nous donne ag = 1; sinon,
pour chaque j € [0,n — 1], M}, contient un et un seul mot de longueur j (& savoir 07) si bien que

(M- {1} - Ly)nx" = |J ({0}-{1}-Ly)ne" = | {01} (LynZ 7Y

0<ji<n 0<j<n

Cette union est clairement disjointe, si bien que:

n—1 n—1
_l—s—ZCardeﬂZ”Jl —1—|—Zanj1—1—|—2anj
j=0 7=0 j=1

e Sin>k,alors M NX" =(; le raisonnement qui vient d’étre tenu pour n < k s’applique encore, si bien
que:

(My-{1}-Le)ne = |J ({0} -{1}- Ly nz = [ J {01} (Lenzm 7Y
0<yi<k 0<i<k
k—1 k—1 k
an = ZCard(LkﬂE”_j_l):Zan,j,1:Zan,j
j=0 3=0 j=1
Nous pouvons maintenant écrire :
k—1
fr.(z) = Zanz —ao—&—Zanz —|—Zan =1+ ( —i—Zan J)z —|—ZZan ;2"
neN n>k n=1 n>k] 1
k=1 n 1 k—1k—1
= Zz +ZZan Jz —i—ZZan jz 1—- —l—ZZan jz +ZZan jz
n=1j=1 j=1n>k j=1n=j j=1n>k
k—1 -
= II:ZZ +ZZ]ZCL ]+szzan ]Z

Jj=1 n>k
k—1 k?l]

1—zk
= T —s—sz Z anz"” +sz Z anz

j=1 n>k—j

1— 2k
_ j k J
= 1_Z+ZZ Zanz +z Zan +ZZka +Zka()
j=1 n>=0 n=0
L= +Z I f1,(2)
= Z
1—=z ° Lil?
Jj=1
k 1— ok
N déduisons la relation (1 —) 27 = - Mais:
ous en déduisons arealon( ;Z)ka(Z) 1—2 s

lfzk 172Z+Zk1
1 E J_l E J+1_1 E J_l —
z z z = Zl =

1-=2
7=0
1-2 k+1 1— k 1— k
Donc % 1,.(2) = 1 —Zz et finalement fr, (z) = ﬁ—?z’“‘l
1-— 1-— 1
Question 9 e Pour k = 1, nous obtenons f1(z) = T2, j_ 2= = ZZ>2 =1 et pour k = 2, nous
122 1-2)(1+2)  1+z

bt - = B '
obtenons f2(z) 1-22+423 (1—-2)1—2—22) 1—2z—22



Question 10 e Remarquons que 1 — z¥ = (1 — 2) P (z). Par ailleurs, 1 — 2z + 2P = (1 z) (1 — sz)
j=1
k
Notant Q =1 — ZXJ, nous aurons fx(z)

j=1

_ B(2)
Qr(2)

e Le calcul mené & la question 8 montre que Qr(z) = 1 — 2P,(2), donc XP + Qr = 1; le théoreme de
BEzoUT permet d’affirmer que Pj, et Q) n’ont pas de facteur commun.

Question 11 e Raisonnons par I’Qabsurde. Soit o une racine multiple de Qf: alors @} (a) = 0. Mais
Q, = (k+1)X), — 2, donc o = PR Alors:

2x k+1—-2ka
—af*? _2a41=-" _2q41=" "7
@) = ati=g et k+1

k+1 2 k+ 1\
Qr(a) = 0 implique a = 2—’]; donc i ( 2—; ) puis 28T1kF = (k + 1)F*1: nécessairement k est

impair, k = 2¢ + 1. Nous en déduisons 229+2(2q + 1)29+! = (2¢ + 2)2¢*2 d’olt (en simplifiant par 227+2)
2 1
Iégalité (2¢ + 1)29+! = (¢ + 1)292 puis ¢ + 1 = ( q—:_l
q

ce qui est exclu par I’énoncé.

2g+1
) . Comme ¢+ 1 €N, il faut ¢ =0 puis k =1

k
Question 12 e La restriction de Q : x +— 1 — Z z' & Pintervalle R = [0, +00] est continue et strictement
i=1
décroissante ; elle réalise donc une bijection de R, sur l'intervalle ] lirf Qk(x),Qk(O)] = |—o0,1]. Par
Tr— 100
suite, elle s’annule une fois et une seule sur Ry ; comme Q(0) =1 > 0, nous pouvons méme affirmer qu’elle
s’annule sur R .

k
e Remarquons que Q(1l) = 1 —k < 0 (puisque k > 2) tandis que Qx(1/2) = 1 — Z2‘i =27% > 0.
i=1

Conclusion: 1/2 < a < 1.
k k k-1
Question 13 o Tj, = X*Q,(1/X) = X* (1 - ZX‘j) =Xr - ZXk_j =Xk — ZXJ‘ =X*_p,.
j=1 Jj=1 Jj=0
Question 14 e Ti(x) = 0 ssi 2*Qp(1/2) = 0; 2 = 0 étant exclu, la seule possibilité est Qx(1/z) = 0, soit
x = 1/a puisque nous cherchons les solutions sur R* . Ainsi 3 = 1/a; de I'encadrement 1/2 < a < 1, nous
en déduisons 1 < 5 < 2.

Question 15 e En développant et en identifiant, nous obtenons les égalités A1 — 0 = —1; A\; — BAi—1 = —1

pour i € [2,k —2]; et —fBAg—1 = —1. Il est comn)l\ode c/l\e définir A\g = 1, ainsi \; — fA;_1 = —1 pour
. - 1

j €1,k —2]; cette derniere égalité peut s’écrire ﬂ—; — ﬁ;—i = 7@, ce qui se préte a un télescopage:

A A 1 4 - , )

—Zi = —8 — Z = dou \; = 5° — Z (', soit enfin, avec un changement d’indice: \; = 5° — Z .

B s 1<y<i p 1< 0<j<i

Cette formule reste valable pour i = k — 1; en effet:

k-1 i L (gr_ A _ 1
pgE =y ﬂﬁ<ﬂ Zﬂ)B(Tk(ﬁ)le)ﬁ)\k_l

0<j<k—1 1<j<k

Question 16 e Raisonnons par récurrence sur i € [1,k — 1]. Ag—1 = % > 0 car § > 1. Supposons acquise
14+ Ay

3 > 0. Donc A;—; > 0 pour tout ¢ € [1,k—1],

I'inégalité A\p,_; > 0avec 0 < i < k—1; alors \p_;_1 =
soit encore A; > 0 pour tout ¢ € [1,k — 1].

e Raisonnons a nouveau par récurrence. A\; = —1 < 1 car § < 2. Supposons acquise I'inégalité \; < 1 avec
1<i<k—1; 1= —1; 1< <2et0< A <1impliquent SA; < 2, donc A;1 < 1. Ainsi A; < 1
pour tout ¢ € [1,k — 1].

P
Question 17 e La fraction rationnelle “E est réduite et de degré négatif puisque deg P, = k — 1 et
k

deg Q) = k. Les racines de Qj sont simples, puisque ce sont des racines de 1 — 2X 4+ X**1. notons-les



. Pu(z
21, .. . Alors la D.E.S. de notre fraction s’écrit — Z i avec y; = i (2) . Nous pouvons

Qk 1<i<k X Zi Qk(zz)
écrire :
_ Pi(2) Z Vi o Z Vi
fi(z) = Qr(z) r—z % 7X
k 1<i<k g 1<i<k 1<i<k © Zi
Z - (Zi)n+1
1<i<k ne neN 1<igk
Ainsi a,, = — ( ?; T Or les racines z; de @ sont les inverses des racines de T} ; notons celles-ci
2
1<igk V7t
Ul,...,up avec uqg = (3, ainsi a, = — E vi(u;)" ™. Comme |u;| < B pour i > 2, chacun des termes

1<i<k
;i (u;)" 1 d’indice i > 2 est négligeable devant ;3" 1, si bien que a,, est équivalent & —y; 8"+ lorsque n

a
tend vers 'infini. Ceci montre que la suite de terme général B—Z converge vers p = —vy1 3.

Pk(zl) _ Pk(a)
Qu(z1)  Qpla)

o Il reste & exprimer 7, en fonction de et k. 21 = 1/u; =1/8 = «, donc 1 = Mais :

) 1— k 1— —k k _
I e Rl =
0<i<k - —1/8 p-

k k
D’autre part, Qp =1 — ZXi, donc Q) = fZiXi*1 puis:

i=1 i=1

Z’“:MH __k—(k+Datat k= (k+1)/B+B kB — (kDB 41
(1-a)? (1-1/p) (B—1)?

B8~ DB — (k+1)5" +1)

Nous en déduisons pu = —

B =1
k
Question 18 e (5 est 'inverse du réel strictement positif aj qui annule Q : x — 1 — Z:I:]. Mettons en
j=1

évidence la monotonie de la suite (a)g>2:

k+1 _ k '

Qrar(an) = 1= () =1 =3 (@) — ()" = Qular) = () = —(a)**! <0
j=1 j=1

Qr+1 est strictement décroissante sur Ry, et Qri1(ag+1) = 0. Donc ap > api1: la suite (ag)r>2 est
strictement décroissante. Comme elle est minorée (par 1/2), elle converge vers une limite au plus égale & 1/2.
En notant ¢ 'inverse de cette limite, nous pouvons affirmer que la suite (8x)x>2 converge vers /.

Nous allons montrer que ¢ = 2. Pour ce faire, observons le signe de Ty (¢) :

1—¢ 1—¢ n 1—#¢

ZEJ P e e et S N R Ry

1/¢ < ay, donc Ty (¢) > 0; Comme 1 — ¢ < 0, nous en déduisons £¥(2 — ¢) — 1 < 0. Ceci n’est possible que
si £ =2; en effet, si £ < 2, la suite de terme général £*(2 — ¢) — 1 diverge vers +oo.

Question 19 e cg = 1; ¢; = 0 car 010010 # 100101 ; de méme, nous trouvons co =0, c3 =0, ¢4 = 0,
cs = 1 et ¢g = 0. Finalement P, = 1 + X°.

Question 20 e Soit m = abcde € X°, de PACO 1+ X2 + X% ¢4, =1, donc e =a; c3 =1, donc de = ab,
soit d =aete=>5; ainsia=b=d=e. cog =0, donc abc # cde; comme b = d, ceci implique a # ¢ ou
¢ # e; come a = e, ceci équivaut & a # ¢. Donc m = 00100 ou m = 11011. Vérifions que ces deux mots
conviennent.



Question 21 e Soit m = abcdef € X6, de PACO 1+ X3 + X*. ¢5 = 0 implique f # a. ¢4 = 1 implique
ab = ef, donc a = e et b = f. c3 = 1 implique abc = def, donc a = d, b = e et ¢ = f. Mais alors
a=b=c=d=e¢=f, ce qui est contradictoire. Il n’existe donc aucun mot de longueur 6 dont le PACO
est 1+ X3+ X4

Question 22 e Preuve de G,, UW,, C {e} U (G, - X).

Soit u € Gy UWp, 5 s u| = 0, alors u € {e}. Sinon, u = vz avec z € L et |v| = |u| —1; siu € Gy, alors m
n’est pas facteur de u, donc n’est pas facteur de v; si u € W,,, alors u admet m comme suffixe, mais aucun
autre facteur de u n’est égal a m, donc m ne peut étre facteur de v; dans tous les cas, m n’est pas facteur
de v, donc v € G, et u € G, - 2.

e Preuve de {¢} U (G, - Z) C G, UW,,,.

m ne peut étre facteur de €, donc ¢ € G,,,. Soit u € G,, - 3: si m n’est pas facteur de u, alors u € G, ;
sinon, u = vz avec v € G, et x € ¥; m est facteur de w mais pas de v, donc m est suffixe de u, ce qui
prouve u € W,,. Dans tous les cas, m € G, UW,,.

Question 23 e Preuve de G,,, - {m} C Wy, - Dy,

Soit u € Gy, - {m}; notons z I’élément de G, tel que u = zm. Parmi les décompositions de u de la forme
vmw, observons celle pour laquelle |v| est minimale. |vm| > |z|, sinon m serait facteur de z, alors que x € G .
m est suffixe de vm, mais aucun autre facteur de vm n’est égal a m, de par ’hypothese de minimalité faite sur
|v|; donc vm € W,,. w est suffixe propre de m car |w| = |u| — |[vm| = |z| + |m| — |v| — |m]| = |z| — |[v| < |m].
Notons alors y le mot tel que m = yw: nous aurons v = xm = xyw mais aussi u = vmw donc donc
vm = xy: y est & la fois préfixe et suffixe de m; notant j = |w|, nous aurons ¢; =1, donc w =d; € D,, et
finalement u € W, - D,,.

e Preuve de Wy, - D, C Gy - {m}.

Soit u € Wi, - Dy, ¢ il existe i € [0,k — 1] et v € X* tels que u = vmd; et ¢; = 1. Si j = 0, alors d; = ¢, donc
u=ovm; vm € Gp, donc m ne peut étre facteur de v: v € G,,. Finalement, u € G,, - {m}. Examinons
maintenant le cas j > 1: d; est le mot m[k — j..k — 1], et I'on a m[0..k — j — 1] = m[j..k — 1] puisque ¢; = 1.
Alors u = vmd; = vm[0..5 — 1|m[j.k — 1]d; = vm[0..j — 1Jm[0..k — j — 1]m[k — j.k — 1] = vm[0..7 — 1|m
donc m est suffixe de u. D’autre part, j > 1 implique d; # ¢, donc vm[0..j — 1] est préfixe propre de vm ;
comme ce dernier mot appartient & G,,, m ne peut étre facteur de vm[0..; — 1], donc vm[0..j — 1] € G, ;
ainsi u € G, - {m} est facteur de vm dans ce cas également.

Question 24 e G,, et W,,, sont disjoints, donc fg, uw,, (2) = gm(2) + wn(z). La décomposition u = vz
d’un élément de G,, - X, avec v € G, et © € X, est clairement unique; de plus, {e} N (G, UW,,) = 0
done fran(a,uw,)(2) = fie3(2) + fa,.(2) - fu(2); mais fg,, (2) = gm(2), fie1(2) = 1 et fx(z) = 2z, donc
Jie3n(@muw,) (2) = 1+ 2295 (2). L'égalité établie a la question 22 implique g, (2) + wm(2) = 1 + 22gm(2).
e La décomposition v = vm d’un élément de G, - {m}, avec v € G,, est clairement unique; donc
fa,, imy(2) = fan(2) - fimy(2) = 2% gm(2) puisque {m} contient un seul mot, de longueur k.
e De méme, la décomposition v = vmw d’un élément de W, - D,,, est unique: sil’on avait v = vmw = v'mw’
avec (pour fixer les idées) |v| < [v’|, alors vm serait préfixe propre de v'm; m apparaitrait donc dans v'm,
ailleurs que comme suffixe, contredisant ’apartenance de v'm & G,,. Donc fw, .p, (2) = fw,,(2) - fp,, (2) =
Wi (2) P (2). L'égalité établie & la question 23 implique 2%g(z) = w,, (2) P (2).
Question 25 e La premiere relation donne w,,(z) = 14 (22 — 1)g;n(2); en reportant dans la deuxiéme,
il vient zFg(z) = (1 + (1 — 22)gm(2)) Pm(2), soit (2" + (1 = 22)Pp(2))gm(2) = Pm(z). Ainsi gn(z) =
P (2)
2k + (1 —22)Pp(2)
e Appliquons ceci au mot m = 0: G, sera I'ensemble des mots n’ayant pas 0 pour facteur, c’est-a-dire
le langage Lj de la question 8. Pour tout ¢ € [0,k — 1], nous avons ¢; = 1 puisque les facteurs gauche et
1—zF
1_

droit de longueur k — i de ce mot sont égaux (a 0*~%). Ainsi P, = Z X puis Pp(z) =
0<i<k

; nous

1— 2k 1— 2k

= . Nous retrouvons ainsi le résultat de
(I—2)zF+(1—-22)(1—2%) 1—2z+ 2k v

obtenons alors g,,(z) =

la question 8.
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