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Devoir surveill�e du mardi 17 mars 1998

Additionneurs,syst�emesde num�eration,
parties reconnaissablesde N�

R �esum �e

On construit un circuit additionneur pour des nombres �ecrits en base 2, et on montre que sa
performance ne peut être am�elior�ee,sauf peut-être en ayant recours �a une autre fa�con de repr�esenter
les nombres.

On �etudie alors une m�ethode redondante de repr�esentation des nombres, propos�ee par Algirdas
Avizienis , et permettant de r�ealiser un circuit additionneur fonctionnant en temps constant.

On s'int �eresseensuite aux langagesassoci�es aux parties de N� , lorsqu'un syst�eme de num�eration
a �et�e �x �e: apr�es avoir d�e�ni la reconnaissabilit�e d'une partie de N� , on donne quelquesexemplesde
parties reconnaissableset de parties qui ne le sont pas.

En�n, on �etudie une autre m�ethode de repr�esentation desnombres, due �a �Edouard Zeckendorf ,
utilisan t la suite de Fibona cci .

Veuillez r�edigerchaquepartie sur une copie s�epar�ee.
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Notations, d�e�nitions et mises en garde

I Soit B un naturel au moins�egal�a 2. L' �ecriture en num�eration deposition en baseB (ou plus simplement
�ecriture en base B ) du naturel non nul n est l'unique mot dpdp� 1 : : : d0 sur l'alphabet f 0; 1; : : : ; B � 1g
v�eri�an t dp 6= 0 et

P

06 i 6 p
di B i = n.

I On note B = f 0; 1g l'alg�ebre de Boole ; on note x = 1 � x pour x 2 B.

I lg d�esignele logarithme en base2, et dxe le plus petit relatif au moins �egal au r�eel x.

I La suite de Fibona cci est d�e�nie par les relations F0 = 1, F1 = 2 et Fn +2 = Fn +1 + Fn pour tout
n 2 N.

I Les portes logiques �el�ementaires sont la porte ET �a deux entr �ees,la porte OU �a deux entr �ees,et la
porte NON (�a une entr �ee); ellessont d�ecrites dans la �gure 1.
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Figure 1: les trois portes logiques�el�ementaires

On peut admettre un r�esultat, �a condition de le signaler clairement; en tout �etat de cause, il est de-
mand�e de r�ediger les questionsdans l'or dre de l' �enonc�e. Lesprogrammesdevront être concis, et su�sam-
ment document�es pour être compr�ehensibles.L'emploi de r�ef�erences est interdit. Les questionsmarqu�ees
? ? ? sont, �a mon sens,plus d�elicates.

1 L'additionneur diviser pour r �egner

Terms! names!
| Amaimon soundswell ; Lucifer, well ; Barbason, well ;

yet they are devils' additions, the namesof �ends :
but cuckold! wittol !

| Cuckold! the devil himself hath not such a name.

Shakespeare | Merry Wivesof Windsor

I On �etudie dans cette partie deux mod�eles de circuits logiques additionneurs n-bits ; un tel circuit
comporte 2n + 1 entr �ees: a = (a0; : : : ; an � 1) est le premier op�erande,b = (b0; : : : ; bn � 1) est le deuxi�eme
op�erande et r est la retenue entrante. Il comporte n + 1 sorties s0; : : : ; sn et est enti �erement d�ecrit par
l' �equation X

06 k<n

2k ak +
X

06 k<n

2k bk + r =
X

06 k6 n

2k sk

On note que sn est la retenue sortante.

Question 1 � En utilisant des portes logiques �el�ementaires, construisezun circuit additionneur 1-bit.
Vous commencerezpar �ecrire les �equations logiquesexprimant s0 et s1 en fonction de a0, b0 et r .

?

a0

?

b0

?

r

?
s1

?
s0

Additionneur
1-bit

Question 2 � Expliquez comment assembler n additionneurs 1-bit pour obtenir un additionneur n-bits.
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Question 3 � D�eterminez le nombre s(n) de portes logiques�el�ementaires n�ecessairespour la r�ealisation
de cet additionneur n-bits.

Question 4 � On supposeque le temps de propagation d'un signal logique �a travers une porte logique
�el�ementaire est uneconstante � ind�ependante de la porte. Exprimez, en fonction den et � , le d�elai t(n) qui
s'�ecouleentre la pr�esentation desdonn�eesa0; : : : ; an � 1; b0; : : : ; bn � 1; r aux entr �eesdu circuit additionneur
n-bits que l'on vient de construire, et l'obtention desr�esultats s0; : : : ; sn sur sessorties.

I On se propose de construire un additionneur n-bits, fond�e sur le principe diviser pour r�egner, pour
diminuer le d�elai d'obtention du r�esultat. Bien entendu, comme on ne peut pr�etendre avoir �a la fois le
beurre et l'argent du beurre, la complexit�e du circuit (le nombre de portes logiques requisespour le
r�ealiser) augmentera.

I L' �etudiant Jean-Marcel Malhabile proposele sch�ema suivant, pour r�ealiserun additionneur 2n-bits
�a partir de deux additionneurs n-bits.

Additionneur n-bits Additionneur n-bits

? ?

a2n � 1::an

? ?

b2n � 1::bn

? ? ?

an � 1::a0

? ?

bn � 1::b0

?

r

?
s2n

? ?
s2n � 1::sn

? ?
sn � 1::s0

Question 5 � D'apr �esvous,quel gain notre ami Jean-Marcelva-t-il retirer decette savante construction?

I On part alors de l'id �ee suivante : chaque additionneur n-bits va calculer en fonction de sesentr �ees
a = (an � 1; : : : ; a0) et b = (bn � 1; : : : ; b0) deux r�esultats: s = (sn � 1; : : : ; s0) qui correspond au cas o�u la
retenue entrante est �egale�a 0, et t = (tn � 1; : : : ; t0) qui correspond au caso�u la retenue entrante est �egale
�a 1. Le circuit va calculer �egalement deux indicateurs :

1. le bit de g�en�eration de retenue not�e g, qui sera �egal �a 1 si et seulement si le calcul de la somme
a + b g�en�ere1 une retenue;

2. le bit de propagation de retenue not�e p, qui sera �egal �a 1 si et seulement si le calcul de la somme
a + b + 1 g�en�ere une retenue, ce qui revient �a dire que le calcul de la sommea + b propage une
�eventuelle retenue entrante.

Nousdirons qu'un additionneur construit selonceprincipeestun additionneur �a g�en�eration et propagation
de retenue, ou, en abr�eg�e, additionneur G & P.

Question 6 � En utilisant des portes logiques �el�ementaires, construisez un circuit additionneur 1-bit
avecg�en�eration et propagation de retenue. Vouscommencerezpar �ecrire les�equationslogiquesexprimant
s0, t0, g et p en fonction de a0 et b0.

?

a0

?

b0

?
s0

?
t0

?
g

?
p

Additionneur G & P
1-bit

I Le sch�emad'ensemble qui suit d�ecrit la r�ealisationdeprinciped'un additionneur 2n-bits avecg�en�eration
et propagation de retenue, �a partir de deux additionneurs n-bits du mêmetype et d'un s�electeur qui reste
�a d�ecrire. Pour faciliter la lecture, lessortiesdesdeux additionneurs n-bits sont marqu�eesrespectivement
G (pour gauche) et D (pour droite).

1Le verbe g�en�erer a �et�e pr�ef�er�e �a produir e pour trois raisons : il est proche du terme anglo-saxon generate ; son initiale
n'est pas la même que celle de produir e, ce qui permet d'adopter des notations coh�erentes avec la terminologie ; en�n, il est
pr�esent dans le Petit Robert auquel j'ai recours.
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Additionneur G & P
n-bits

? ?

a2n � 1::an

? ?

b2n � 1::bn

gG pG sG
n � 1::sG

0 tG
n � 1::tG

0

Additionneur G & P
n-bits

? ?

an � 1::a0

? ?

bn � 1::b0

gD pD sD
n � 1::sD

0 tD
n � 1::tD

0

S�electeur

? ? ? ? ? ? ? ?

?
g

?
p

? ?
s2n � 1::sn

? ?
t2n � 1::tn

? ?
sn � 1::s0

? ?
tn � 1::t0

Question 7 � Donnez desformules logiquesexprimant g et p en fonction de gG , pG , gD et pD .

Question 8 � Donnez de même des formules logiquesexprimant si et t i en fonction de tG
i , sG

i , gD et
pD , et ce pour i 2 [[n; 2n � 1]].

I On note T(n) le d�elai d'obtention du r�esultat avecun additionneur n-bits diviser pour r�egner construit
�a partir de portes logiques �el�ementaires, et S(n) le nombre de cesportes utilis �eespour r�ealiser un tel
additionneur.

Question 9 � Exprimez T(2n) en fonction de T(n) ; en d�eduire une expressionsimple de T(2n ).

Question 10 � Pr�esentez dans un tableau les valeurs de t(2n ) et T(2n ) pour n 2 [[0; 6]] (on prendra
� = 1 pour simpli�er).

Question 11 � De la mêmefa�con, exprimez S(2n) en fonction de S(n), puis en d�eduire une expression
simple de S(2n ).

Question 12 � Pr�esentez dans un tableau les valeurs de s(2n ) et S(2n ) pour n 2 [[0; 6]].

I Une fonction f de Bn dans B est compl�etement d�ependante si, pour tout indice i 2 [[1; n]], il existe au
moins un n-uplet x = (x1; : : : ; xn ) tel que

f (x1; : : : ; x i � 1; x i ; x i +1 ; : : : ; xn ) 6= f (x1; : : : ; x i � 1; x i ; x i +1 ; : : : ; xn )

On consid�ereun circuit combinatoire construit �a partir de portes logiques�el�ementaires,�evaluant une telle
fonction f compl�etement d�ependante.

Question 13 � Montrez que le d�elai qui s'�ecouleentre la pr�esentation des donn�eesaux entr �eesde ce
circuit, et l'obtention du r�esultat �a la sortie, est au moins �egal �a dlg ne� .

Question 14 � Montrez que la fonction qui associe au 2n-uplet

(a0; : : : ; an � 1; b0; : : : ; bn � 1)

le bit de poids 2n de la repr�esentation en base2 de
P

06 i<n
2i (ai + bi ) est compl�etement d�ependante.

Question 15 � En d�eduire qu'un circuit additionneur n-bits, construit �a partir de portes logiques
�el�ementaires, et fond�e sur la repr�esentation des op�erandesen num�eration de position en base 2, a un
temps de calcul qui ne peut être n�egligeabledevant ln n.

2 Num �eration d'Avizienis

Now the number is even.

Shakespeare | Love'sLabour's lost

I En 1961,Algirdas Avizienis a propos�e une repr�esentation desnombresemployant deschi�r esn�egatifs.
Par exemple,en base3, il sugg�ered'utiliser leschi�res 2 (de valeur � 2), 1 (de valeur � 1), 0, 1 et 2. Ainsi,
2102 repr�esente 2 � 33 � 1 � 32 + 0 � 31 � 2 � 30 = 2 � 27� 9 � 2 = 43.

I On �xe donc des naturels B > 2 (la base de num�eration) et q > 0. L'alphabet utilis �e pour �ecrire les
nombres comporte 2q + 1 chi�res : z�ero, les entiers positifs de 1 �a q, les entiers n�egatifs de 1 �a q.
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Question 16 � Quel est le plus grand nombre M repr�esentable avec n chi�res ?

Question 17 ? ? ? � Quelle relation doit-il exister entre B et q pour que l'on puisse, toujours avec n
chi�res, repr�esenter tout �el�ement de [[� M ; M ]]?

Question 18 � Une �ecriture d'un nombre non nul est normalis�ee lorsquele chi�re le plus �a gauche n'est
pas nul. Donner une CNS simple liant B et q pour que l'on puissed�ecider du signe d'un nombre (non
nul) en examinant uniquement le chi�re de gauche d'une �ecriture normalis�eede ce nombre.

I On supposela condition pr�ec�edente satisfaite, ainsi que la relation 2q > B . On va montrer que l'on peut
additionner deux nombres de n chi�res a = an � 1 : : : a0 et b = bn � 1 : : : b0 en temps constant (ind�ependant
de n). Pour i 2 [[0; n � 1]], on d�e�nit deux quantit �es t i +1 et wi : t i +1 = 1 si ai + bi 6 � q, t i +1 = 1 si
ai + bi > q, t i +1 = 0 si jai + bi j < q; et wi = ai + bi � B t i +1 . On note �egalement wn = t0 = 0. On d�e�nit
ensuite si = wi + t i pour tout i 2 [[0; n]].

Question 19 � Montrez que si est compris entre � q et q inclus.

Question 20 � Montrez que
P

06 i 6 n
si B i = a + b.

Question 21 � Montrez que le calcul de s = (si )06 i 6 n en fonction des entr �eesa = (ai )06 i<n et b =
(bi )06 i<n peut être r�ealis�e en un temps qui ne d�epend que de B et q (et ne d�epend donc pas de n).

Question 22 � Peut-on employ�er la repr�esentation d'Avizienis en base2?

I Pour les deux questionssuivantes, on d�ecidede prendre commebaseB = 4.

Question 23 � Quelle est n�ecessairement la valeur de q?

Question 24 � R�ealisezl'addition de a = 31021 et b = 20112 (sanse�ectuer la conversion vers la base
dix usuelle).

Question 25 � L'obtention de l' �ecriture d�ecimaled'un nombre est certainement plus laborieuse�a partir
de sarepr�esentation d'Avizienis , qu'�a partir de sarepr�esentation en base2. Ceci est-il r�eellement ĝenant ?

3 Parties reconnaissables de N�

I Un syst�emede num�eration �etant �x �e, on peut associer �a chaquepartie X de N� le langageL X form�e des
�ecritures des�el�ements de X danscesyst�emede num�eration. X est dite reconnaissablesi L X est lui-même
reconnaissable(par un automate �ni). On dit que X est p-reconnaissablelorsqu'elle est reconnaissable
dans le syst�emede num�eration de position �a basep. Par exemple,N� est 2-reconnaissablepuisqueL N� =
1(0 + 1)� .

Question 26 � Montrez quef 2n j n 2 Ng est2-reconnaissable; vousdonnerezuneexpressionrationnelle
d�ecrivant le langageassoci�e, et un automate �ni le reconnaissant.

Question 27 � Montrez que f 2n j n 2 Ng est 4-reconnaissable; ici encore,vousdonnerezune expression
rationnelle d�ecrivant le langageconsid�er�e, et un automate �ni le reconnaissant.

Question 28 � Montrez qu'une partie X de N� est k-reconnaissablesi et seulement si elle est k2-
reconnaissable.

Question 29 � Soient a et b deux naturels, a 6= 0. On note Ea;b l'ensemble desnaturels non nuls dont
le reste dans la division par a est �egal �a b: Ea;b = aZ + b. Montrez que Ea;b est k-reconnaissable,et ce
quel que soit k > 2.

I Une partie X de N� est ultimement p�eriodique s'il existe des naturels n0 et p > 0 tels que, si n > n0

appartient �a X , alors n + p appartient aussi �a X .

Question 30 � Montrez que toute partie X de N� ultimement p�eriodique est k-reconnaissable,et ce
quel que soit k > 2.

Question 31 ? ? ? � L'ensemble descarr�esparfaits est-il 2-reconnaissable?

I L'ensemble de Thue -Morse est la partie T de N� d�e�nie par les r�eglessuivantes: 1 2 T ; si n 2 T
alors 2n 2 T et 2n + 1 =2 T ; si n =2 T alors 2n =2 T et 2n + 1 2 T .

Question 32 � D�eterminez les �el�ements de [[1; 10]] qui sont dans T .

Question 33 � Prouvez que les r�eglespr�ec�edentes permettent e�ectiv ement de d�ecider si un naturel n
non nul appartient �a T .
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Question 34 � R�edigezen Caml une fonction de type int -> bool , qui d�etermine si un naturel non
nul donn�e appartient �a T .

Question 35 � T est-il 2-reconnaissable?

4 Num �eration en base de Fib onacci

Here are only numbers rati�e d.

Shakespeare | Love'sLabour's lost

Question 36 � Montrez que tout naturel non nul peut sed�ecomposeren sommede termes deux �a deux
distincts de la suite de Fibona cci . Cette d�ecomposition est-elleunique?

I Soit u = u1u2 : : : up un mot sur l'alphabet f 0; 1g. On lui associe le naturel ' (u) =
P

16 k6 p
uk Fp� k ; u

est une �ecriture en basede Fibonacci de ce naturel.

I Une telle �ecriture u est dite normalis�ee si u1 = 1 et ui ui +1 = 0 pour tout i 2 [[1; p� 1]] ; cette deuxi�eme
condition revient �a dire que la d�ecomposition de n d�e�nie par cette �ecriture ne fait pas intervenir deux
termescons�ecutifs de la suite de Fibona cci . Par exemple,100010101est une �ecriture normalis�eeen base
de Fibona cci du naturel 67.

Question 37 � Montrez que tout naturel n non nul poss�edeune et une seule�ecriture normalis�eeen base
de Fibona cci , que l'on notera w(n).

Question 38 � D�eterminez w(137).

Question 39 � D�ecrivez un algorithme calculant l' �ecriture normalis�ee en basede Fibona cci d'un na-
turel n non nul donn�e.

Question 40 � Traduisezcet algorithme par une fonction en Caml de type int -> string .

Question 41 � Quels sont les naturels n non nuls dont les �ecritures normalis�eesen base2 et en basede
Fibona cci ont mêmelongueur?

Question 42 � Montrez que N� est reconnaissableen basede Fibona cci .

Question 43 ? ? ? � On note L l'ensemble desmots u sur l'alphabet f 0; 1; 1g v�eri�an t
P

16 k6 ju j
uk Fk = 0.

Montrez que L est reconnu par l'automate A repr�esent�e �gure 2.
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Figure 2: l'automate A
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