Option Informatique en Spe MP

Devoir surveille du mardi 17 mars 1998

Additionneurssysemesde numeration,
paties reconnaissablete N

Resume

On construit un circuit additionneur pour des nombres ecrits en base 2, et on montre que sa
performance ne peut etre amelioree, sauf peut-&tre en ayant recours a une autre facon de represener
les nombres.

On etudie alors une methode redondante de represeration des nombres, proposee par Algirdas
Avizienis , et permettant de realiser un circuit additionneur fonctionnant en temps constant.

On s'interesseensuite aux langagesassaies aux parties de N , lorsqu'un systeme de numeration
aete x e: apresavoir de ni la reconnaissabilite d'une partie de N , on donne quelquesexemplesde
parties reconnaissableset de parties qui ne le sort pas.

Enn, on etudie une autre methode de represenation desnombres, due a Edouard Zeckendorf
utilisant la suite de Fibona cci .

Veuillez rediger chaquepartie sur une copie separee.
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Notations, de nitions et mises en garde

| Soit B un naturel au moinsegala 2. L' ecriture en numeration de position en baseB (ou plus simplemert
ecriture en baseB) f_l,u naturel non nul n est I'unique mot dy,d, 1:::do sur l'alphabet f0;1;:::;B 19
veriant d, 6 O et diB' =n.

06i6p
I On note B = f0; 1g l'algebre de Boole ; onnotex=1 X pour x 2 B.
| Ig designele logarithme en base?2, et dxe le plus petit relatif au moins egal au reel x.

| La suite de Fibona cci est de nie par lesrelations Fo = 1, F; = 2 et Fh4+2 = Fp41 + Fy pour tout
n2 N.

| Les portes logiques elementaires sort la porte ET a deux entrees,la porte OU a deux ertrees,et la
porte NON (a une ertree); ellessort decritesdansla gure 1.

X = X =
& t-xy >1 B x+y x=— 1 |dt_x
Y — Yy —

Figure 1: lestrois portes logiqueselemertaires

On peut admettre un resultat, a condition de le signaler clairement; en tout etat de cause, il est de-
mande de rediger les questionsdans|'ordre de I'enonce. Les programmesdeviont &tre concis, et su sam-
ment documentes pour &tre comprehensibles.L'emploi de references est interdit. Les questionsmarquees
??7? sont, a mon sens, plus delicates.

1 L'additionneur diviser pour regner

Terms! names!

| Amaimon soundswell; Lucifer, well; Barbason, well;
yet they are devils' additions, the namesof ends :

but cuckold! wittol !

| Cuckold! the devil himself hath not sucha name.

Shalespae| Merry Wivesof Windsa

I On etudie dans cette partie deux modeles de circuits logiques additionneurs n-bits; un tel circuit

comporte 2n + 1 entrees a= (ag;:::;ay 1) estle premier operande,b= (bp;:::;b, 1) estle deuxieme
operandeet r estla retenue entrante. Il comporte n + 1 sorties sg;:::;S, et estentieremen decrit par
I'equation X X X
Xy + Xp+r = 2Xs,
06 k<n 06 k<n 06 k6 n

On note que s, est la retenue sortante.

Question 1 En utilisant des portes logiques elemertaires, construisezun circuit additionneur 1-bit.
Vous commencerezpar ecrire les equations logiquesexprimant sg et s; en fonction de ag, Iy et r.

a by r

‘7 ‘7 ‘7

Additionneur
1-bit

Question 2 Expliquez commert assenbler n additionneurs 1-bit pour obtenir un additionneur n-bits.
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Question 3 Determinezle nombre s(n) de portes logiqueselemertaires necessairepour la realisation
de cet additionneur n-bits.

Question 4 On supposeque le temps de propagation d'un signal logique a travers une porte logique
elemenaire estune constarte independarte dela porte. Exprimez, enfonction den et , le delait(n) qui

I On se proposede construire un additionneur n-bits, fonde sur le principe diviser pour regner, pour
diminuer le delai d'obtention du resultat. Bien entendu, comme on ne peut pretendre avoir a la fois le
beurre et l'argent du beurre, la complexite du circuit (le nombre de portes logiques requisespour le
realiser) augmertera.

| L'etudiant Jean-Marcel Malhabile proposele schema suivant, pour realiserun additionneur 2n-bits
a partir de deux additionneurs n-bits.

an 1-@ b 1y an 1::@0 o1k T
2 ‘9 2 ") ? s ‘9 ‘o ‘9 ")
Additionneur n-bits Additionneur n-bits

‘? ? "? ? "?
Son Son 1-:S Sn 1-:So

Question 5 D'apresvous,quel gain notre ami Jean-Marcelva-t-il retirer de cette savante construction?
I On part alors de I'id ee suivante: chaque additionneur n-bits va calculer en fonction de sesentrees

a 1. Le circuit va calculer egalemen deux indicateurs:

1. le bit de generation de retenue note g, qui seraegala 1 si et seulemen si le calcul de la somme
a+ bgenere! une retenue;

2. le bit de propagation de retenue note p, qui seraegala 1 si et seulemen si le calcul de la somme
a+ b+ 1 gerere une retenue, ce qui revient a dire que le calcul de la sommea + b propage une
ewvertuelle retenue entrante.

Nousdirons qu'un additionneur construit selonceprincip e estun additionneur a generation et propagation
de retenue ou, en abrege, additionneur G & P.

Question 6 En utilisant des portes logiques elemertaires, construisez un circuit additionneur 1-bit
avecgeneration et propagation de retenue. Vous commencerezar ecrire les equationslogiquesexprimant
So, to, g et p en fonction de ag et hy.

ap o)
) :
Additionneur G & P
1-bit
>, b b b
So to g p

| Le schemad'ensenble qui suit decrit la realisationde princip e d'un additionneur 2n-bits avecgeneration
et propagation de retenue, a partir de deux additionneurs n-bits du mémetype et d'un selecteur qui reste
a decrire. Pour faciliter la lecture, les sorties desdeux additionneurs n-bits sort marqueesrespectivemert
G (pour gauché et D (pour droite).

1Le verbe generer a ete prefere a produire pour trois raisons: il est proche du terme anglo-saxon generate ; son initiale
n'‘est pas la meéme que celle de produir e, ce qui permet d'adopter des notations coherentes avec la terminologie ; enn, il est
presert dans le Petit Robert auquel j'ai recours.
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an 1:@n on 1::bn a8 1% b 1bo
‘o ? ‘o ‘o ‘9 2 ‘9 P
Additionneur G & P Additionneur G & P
n-bits n-bits
g® p®  s§ qus§ tF ntE g® p°  sp gusp tR gntf
bbb bbb b b
Selecteur
‘? ‘? ‘? L? ‘? ‘? ? ? r
g p Son 1::Sn ton 1:th Snh 1::So th 1o
Question 7 Donnezdesformules logiquesexprimant g et p en fonction de g%, p®, g° et pP.
Question 8 Donnez de méme des formules logiques exprimant s; et t; en fonction de t&, s®, g° et

p®, etcepouri 2 [n;2n 1].
I On note T(n) le delai d'obtention du resultat avec un additionneur n-bits diviser pour regner construit
a partir de portes logiques elemertaires, et S(n) le nombre de cesportes utiliseespour realiser un tel

additionneur.

Question 9 Exprimez T(2n) en fonction de T(n); en deduire une expressionsimple de T(2").

Question 10 Presenez dans un tableau les valeurs de t(2") et T(2") pour n 2 [0; 6] (on prendra
= 1 pour simpli er).

Question 11 De la meémefacon, exprimez S(2n) en fonction de S(n), puis en deduire une expression

simple de S(2").

Question 12 Presenez dansun tableau lesvaleurs de s(2") et S(2") pour n 2 [0; 6].

I Une fonction f de B" dans B est completement degendante si, pour tout indice i 2 [1;n], il existe au

On consicere un circuit combinatoire construit a partir de portes logiqueselementaires,evaluant une telle
fonction f completemen dependarte.

Question 13 Montrez que le delai qui s'ecouleertre la presettation des donneesaux entreesde ce
circuit, et I'obtention du resultat a la sortie, est au moins egala dgne .
Question 14 Montrez que la fonction qui assaie au 2n-uplet

le bit de poids 2" de la represeration en base?2 de 2'(a + by) est completemert dependarte.
06 i<n

Question 15 En deduire qu'un circuit additionneur n-bits, construit a partir de portes logiques
elemertaires, et fonde sur la represenation des operandesen numeration de position en base2, a un
temps de calcul qui ne peut etre negligeabledevant In n.

2 Num eration d'Avizienis

Now the numkber is even.
Shalespae| Love'sLabour'slost

| En 1961,Algirdas Avizienis a propose unerepresertation desnombresemployant deschir esnegatifs
Par exemple,en base3, il suggered'utiliser leschires 2 (de valeur 2), 1(devaleur 1), 0,1 et 2. Ainsi,
2102 represete 2 3° 1 32+ 0 31 2 30=2 27 9 2=43.

I On xe donc desnaturels B > 2 (la base de numeration) et g > 0. L'alphabet utilise pour ecrire les
nombres comporte 2q+ 1 chires : zero, les entiers positifs de 1 a g, les entiers negatifsde 1 a @.
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Question 16 Quel estle plus grand nombre M represertable avecn chires ?

Question 17 ??? Quelle relation doit-il exister erntre B et g pour que I'on puisse, toujours avecn
chires, represerer tout element de[ M;M]?

Question 18 Une ecriture d'un nombre non nul est normalisee lorsquele chire le plus a gauce n'est

pas nul. Donner une CNS simple liant B et g pour que I'on puissedecider du signed'un nombre (non
nul) en examinart uniquemern le chire de gaude d'une ecriture normalisee de ce nombre.

I On supposela condition precederte satisfaite, ainsi que la relation 2q > B. On va montrer quel'on peut
additionner deux nombresden chires a= a, 1:::agetbh=h, 1:::by entempsconstart (independart
den). Pouri 2 [O;n 1], on denit deux quartitesti.; etwj: ti;1 = Isiag+hb 6 q, tj+x = 1si
a+h>qt. =0sijaa+bj<q; etwj =a +hb Bt . On note egalemen w, = to = 0. On de nit
ensuites; = w; + t; pour tout i 2 [O;n].

Question 19 Montrez que siPest compris ertre g et q inclus.

Question 20 Montrez que siB' = a+ b
06i6n

Question 21  Montrez que le calcul de s = (Sj)osign €n fonction deserntreesa = (aj)ogi<n €t b=
(B)osi<n peut etre realiee en un temps qui ne depend que de B et g (et ne depend donc pasde n).

Question 22 Peut-on employer la represertation d'Avizienis enbase2?
I Pour les deux questionssuivantes, on decide de prendre commebaseB = 4.
Question 23  Quelle est necessairemenla valeur de q?

Question 24 Realisezl'addition de a = 31021 et b= 20112 (sanse ectuer la corversionversla base
dix usuelle).

Question 25 L'obtention de ' ecriture decimaled'un nombre est certainemert plus laborieusea partir
de sarepresertation d'Avizienis , qu'a partir de sarepresenation enbase2. Ceciest-il reellemen génart ?

3 Parties reconnaissables de N

I Un systemede numeration etant x e,on peut assaier a chaquepartie X deN lelangagelL x formedes
ecritures deselemens de X dansce systemede numeration. X estdite reconnaissablesi L x estlui-meéme
reconnaissable(par un automate ni). On dit que X est p-reconnaissablelorsqu'elle est reconnaissable
dansle systemede numeration de position a basep. Par exemple,N est 2-reconnaissablepuisquelLy =
1(0+ 1) .

Question 26 Montrez quef2" j n 2 Ngest2-reconnaissable vousdonnerezune expressionrationnelle
decrivant le langageassaie, et un automate ni le reconnaissah

Question 27 Montrez quef2" j n 2 Ng est4-reconnaissable ici encore,vousdonnerezune expression
rationnelle decrivant le langageconsicere, et un automate ni le reconnaissant

Question 28 Montrez qu'une partie X de N est k-reconnaissablesi et seulemen si elle est k?-
reconnaissable.

Question 29 Soien a et b deux naturels, a 6 0. On note E,, I'ensenble des naturels non nuls dont
le reste dans la division par a estegala b: E,p, = aZ + b. Montrez que E,y, est k-reconnaissablegt ce
quel que soit k > 2.

I Une partie X de N est ultimement periodique s'il existe desnaturels ng et p> 0 tels que,sin > ng
appartient a X, alors n + p appartient aussia X .

Question 30 Montrez que toute partie X de N ultimement periodique est k-reconnaissable,et ce
quel que soit k > 2.

Question 31 ?7?7? L'ensenble descarresparfaits est-il 2-reconnaissabl@

I L'ensenble de Thue -Morse estla partie T de N de nie par lesreglessuivantes: 12 T; sin2 T
alors2n2 T et2n+ 12T ; sin2T alors2n2T et2n+ 12 T.

Question 32 Determinezleselemens de [1;10] qui sort dansT.

Question 33 Prouvez que lesreglesprecedertes permettent e ectivemert de decider si un naturel n
non nul appartient a T .
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Question 34 Redigezen Caml une fonction de type int -> bool, qui determine si un naturel non
nul donne appartient a T .

Question 35 T est-il 2-reconnaissable

4 Num eration en base de Fib onacci

Here are only numbers rati e d.
Shalespae| Love'sLabour'slost

Question 36 Montrez que tout naturel non nul peut sedecomposeren sommede termes deux a deux
distincts de la suite de Fibona cci . Cette decomposition est-elle unique?

P
I Soit u = uiuz:::up un mot sur l'alphabet f0; 1g. On lui assaie le naturel ' (u) = ucFp k; U

est une ecriture en base de Fibonacai de ce naturel.

| Unetelle ecriture u estdite normaliseesiu; = letujuj,; = Opourtout i 2 [1;p 1]; cette deuxieme
condition revient a dire que la decomposition de n de nie par cette ecriture ne fait pas intervenir deux
termes consecutifs de la suite de Fibona cci . Par exemple,10001010Jest une ecriture normaliseeen base
de Fibona cci du naturel 67.

Question 37 Montrez quetout naturel n non nul posedeune et une seuleecriture normaliseeen base
de Fibona cci, quel'on notera w(n).

Question 38 Determinez w(137).

Question 39 Decrivez un algorithme calculart I'ecriture normalisee en basede Fibona cci d'un na-
turel n non nul donne.

Question 40 Traduisezcet algorithme par une fonction en Caml detypeint -> string

Question 41 Quelssort lesnaturels n non nuls dont les ecritures normaliseesen base2 et en basede
Fibona cci ont m&melongueur?

Question 42 Montrez que N estreconnaissableen basede Fibona cci .

_ P
Question 43 ??7? Onnote L I'ensenble desmots u sur l'alphabet f0; 1; 1g veri an t ugFyx = 0.
16 k6 juj
Montrez que L estreconru par l'automate A represerte gure 2.

0
0
/1\ 10 /0
a - b - C d e
1 1
S 4
1 1

Figure 2: 'automate A

FIN



